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阅读导言

这篇论文研究的是学习的时间过程：同一个网络为何先学到有用规律，随后又把噪声拟合进
去；参数数目超过样本数后，为何网络仍可能泛化良好。其出发点是能精确求解的线性学生—教师
模型，再逐步过渡到深层线性网络、固定随机特征的非线性网络，以及两层均训练的网络与 MNIST
实验。

全文的关键对象是样本输入相关矩阵的特征值。对浅层线性模型，每个特征方向独立演化，学
习时间约为 𝜏/𝜆。小而非零的特征值既学习缓慢，又会放大噪声；恰为零的特征值则形成冻结子
空间，永久保留初始化分量。两者作用不同，是理解本文的第一道关口。

第二道关口是区分两种误差恶化。本文把训练时间过长造成的测试误差回升称为“过度训
练”（overtraining）；谈论模型规模时，“过拟合”（overfitting）也指复杂度提高后的泛化损失。后文
式（38）又把有限样本导致的一项误差专门命名为“过拟合误差”。阅读时应结合时间轴、规模轴
和误差分解三种语境，而不把“没有观察到过拟合”理解为网络完全没有拟合噪声。

建议阅读路径
第 2.1 节与图 2：从谱分布读懂冻结方向与慢模态。
第 2.2–2.5 节：早停、岭回归与初始化如何共同控制误差。
第 3–5 节：哪些直觉延续到深层与非线性网络。
第 6–7 节：双降、记忆和 Rademacher 复杂度如何联系。
附录 A–C：核对动力学约化、权重范数与误差分解。

论文中的线性结果具有明确的分布、归一化和极限假设；非线性结论则结合了理论近似与数
值证据。特别是“大模型更好”的表述应与小初始化、早停、信噪比及所考察模型类一起阅读。本版
在与推导直接相关的位置提示原稿的记号疑点；这些说明属于译注，并非原作者论断。
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符号与术语

符号 含义及约定

𝑃, 𝑁, 𝛼 = 𝑃/𝑁 样本数、浅层输入维数／参数数目、测量密度；高维极限中二者同阶增长。
𝑁𝑖 , 𝑁ℎ, 𝑁𝑡 , 𝑁𝑜 输入、学生隐藏层、教师隐藏层与输出的维数／单元数。
𝐷,𝑊1, . . . ,𝑊𝐷 深层线性网络的权重矩阵数和各层权重；连同输入共有 𝐷 + 1 层。
𝑋, 𝑦; 𝑤̄, 𝑤(𝑡) 训练输入矩阵、教师标签；教师权重与随时间变化的学生权重。权重常按

行向量记。
𝜖, 𝜎2

𝜖 输出噪声及其方差；𝜖 (𝑥) 在误差分解中还可指模型逼近残差。
𝜎2
𝑤̄ , (𝜎0

𝑤)2 教师权重方差、学生初始化权重方差。
SNR, INR 信噪比 𝜎2

𝑤̄/𝜎2
𝜖；初始化噪声比 (𝜎0

𝑤)2/𝜎2
𝑤̄。

𝜏, 𝑡opt 与学习率成反比的时间常数；最优早停时刻。
𝐸𝑡 , 𝐸𝑔, 𝐸

∗
𝑔, 𝐸

late
𝑔 训练误差、泛化误差、最优早停泛化误差、长时间训练后的泛化误差。

𝐸∞, 𝐸est 最佳可达的逼近误差；相对于该下界的估计误差。
Σ𝑥𝑥 , Σ𝑦𝑥 输入相关矩阵 𝑋𝑋𝑇 与输入—输出相关矩阵 𝑦𝑋𝑇；此处未除以样本数。
𝑉,Λ, 𝜆𝑖 输入相关矩阵的特征向量矩阵、特征值对角阵与第 𝑖 个特征值。
𝜌MP, 𝜆± Marchenko–Pastur 谱分布；其连续支撑的左右端点。
𝑠, 𝑧, 𝑧 对齐向量；特征基中的教师与学生权重。
𝛾, 𝑤̂𝐿2 岭正则化强度及相应估计量。
𝜙(𝑥),Φ 固定特征／隐藏层表示；训练样本的隐藏活动矩阵。
𝐶, 𝑅; 𝐶̂, 𝑅̂ 总体特征相关和输出—特征相关；经验对应量（未必采用相同归一化）。
𝑤∗, 𝑤∗

‖ 总体最优权重；原文用于表示数据子空间内的受限最优权重。见附录 C 译
注。

𝑃‖ , 𝑃⊥ 到样本特征张成空间与其正交补的投影。
𝐴†,Tr Moore–Penrose 伪逆；矩阵的迹。

术语统一：generalization 为“泛化”；early stopping 为“早停”；frozen subspace 为“冻结子空间”；
approximation error 为“逼近误差”；overcomplete 为“过完备”；overparameterized 为“过参数化”；ReLU
为“修正线性单元”；double descent 为“双降”。原文图中 MP 即 Marchenko–Pastur，Train/Test 为训练
／测试，Oracle 为预言机下界。
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摘要

我们分析了使用梯度下降训练的大型神经网络的平均泛化动力学。研究聚焦于具有实际意义
的“高维”情形：网络中的自由参数数目与数据集中的样本数同阶，甚至更多。利用随机矩阵理论
和线性模型的精确解，我们推导了学习过程中泛化误差与训练误差的动力学，并分析其如何依赖
数据维数与学习问题的信噪比。我们发现，梯度下降学习的动力学天然有助于保护大型网络，使
其避免过度训练和过拟合。过度训练在中等网络规模处最严重：此时有效自由参数数目等于样本
数；因此，缩小或扩大网络均可减轻过度训练。此外，在高维情形下，较低的泛化误差要求从较
小的初始权重开始。

随后，我们转向非线性神经网络，表明把网络做得非常大不会损害泛化性能；相反，即使不
采用早停或任何形式的正则化，也能减轻过度训练。我们识别了过完备模型中支撑这一行为的两
种新现象：其一，存在一个在梯度下降下不发生学习的权重冻结子空间；其二，高维情形的统计
性质产生条件更好的输入相关结构，从而抑制过度训练。我们表明，通常应用 Rademacher 复杂度
等理论，不能准确预测深度神经网络的泛化表现；为此，我们推导了另一种界，它纳入冻结子空
间和条件改善效应，并与模拟中观察到的行为定性吻合。

关键词 神经网络；泛化误差；随机矩阵理论
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1 引言

深度学习方法已在许多任务上取得优异性能（LeCun, Bengio, & Hinton, 2015；Schmidhuber,
2015），但其学习行为仍不透明。引人注目的是，即便规模非常大的网络，也能凭借相对有限的
样本获得良好的泛化性能（Canziani, Paszke, & Culurciello, 2017；He, Zhang, Ren, & Sun, 2016；
Simonyan & Zisserman, 2015）。例如，VGG 深度目标识别网络含有 1.55 亿个参数，却能在仅含 120
万个样本的 ImageNet 上训练后良好泛化（Simonyan & Zisserman, 2015）。这一观察提出了重要问
题：哪些理论原则能够解释数据有限时的这种良好表现？给定数据集大小，模型应有多复杂，才
能使泛化误差最优？

本文研究若干简单训练情景中，平均泛化误差在“高维”情形下的动力学：样本数 𝑃 与参数数
目 𝑁 都很大（𝑃, 𝑁 → ∞），但二者之比 𝛼 = 𝑃/𝑁 有限（例如 Advani, Lahiri, & Ganguli, 2013）。我
们从能够得到解析结果的简单模型出发，逐步增加复杂性，以验证这些发现是否在更现实的设置
中近似成立。我们主要考虑学生—教师情景：一个“教师”神经网络生成可能带噪声的样本，供一
个“学生”网络学习（Saad & Solla, 1995；Seung, Sompolinsky, & Tishby, 1992；Watkin, Rau, & Biehl,
1993）。这一简单设置保留了复杂问题中的许多权衡：在什么条件下，学生会过拟合教师网络生成
的特定样本？学生网络的复杂度（例如隐藏单元数）与教师网络的复杂度应当具有什么关系？

首先，第 2 节研究线性神经网络。对于浅层网络，将随机矩阵理论结果与学习动力学结合，可
以写出批量梯度下降动力学关于数据量和信噪比的精确解。这与大量关于浅层网络的既有工作相
关（Bai & Silverstein, 2010；Baldi & Chauvin, 1991；Baldi & Hornik, 1995；Benaych-Georges & Rao,
2011, 2012；Chauvin, 1990；Dodier, 1995；Dunmur & Wallace, 1999；Hoyle & Rattray, 2007；Kinouchi
& Caticha, 1995；Krogh & Hertz, 1992；LeCun, Kanter, & Solla, 1991；Seung et al., 1992）。结果表
明，将早停与小范数权重初始化相结合，能够有效抵御过度训练；当样本数等于模型参数数目时，
过度训练最为严重。

对于深层线性神经网络，我们在第 3 节把完全耦合、非线性的梯度下降动力学约化为少得多
的参数，这些参数仅通过一个全局标量耦合。该约化适用于任意深度的网络，并揭示深度如何通过
动力学影响训练时间。这里的推导与此前关于深层线性网络动力学的解析研究（Saxe, McClelland,
& Ganguli, 2014）不同：我们不假定输入相关矩阵与输入—输出相关矩阵可同时对角化。结果表
明，在这一简单的深层线性情形中，泛化误差与浅层线性情形具有定性相似的行为。

接着，第 4 节转向非线性网络。我们考虑从非线性教师网络生成的数据集中学习的非线性学生
网络。模拟表明，从线性分析中获得的定性直觉能够很好地推广到非线性设置。值得注意的是，灾
难性的过度训练出现在模型复杂度与训练集大小恰好匹配时，而缩小或扩大模型都可缓解这一问
题。此外，我们没有发现过拟合的证据：随着学生变大，最优早停时的泛化误差不断减小，即便学生
网络远大于教师网络，隐藏神经元数也远多于训练样本数。这与早期神经网络数值研究（Caruana,
Lawrence, & Giles, 2001），以及近年来超大规模神经网络的良好泛化表现一致（例如 Belkin, Hsu,
Ma, & Mandal, 2019；Simonyan & Zisserman, 2015；Spigler et al., 2018）。在这一设置下，我们发现
网络越大越好，唯一代价是较大模型带来的计算开销。

我们还分析一个两层网络，以获得理解这些数值结果的理论直觉。具有宽隐藏层的学生网络
能够有很强的表达能力（Barron, 1993），即使第一层随机选取并在训练期间固定不变，也不例外。
然而，在这一设置中，当隐藏单元数 𝑁ℎ 大于样本数 𝑃 时，我们的线性解意味着：隐藏层协方差矩
阵的 𝑁ℎ − 𝑃 个零特征值方向不会发生学习。因此，继续增大网络，实际上不会增加网络能够学得
的函数的复杂度。而且，当 𝑁ℎ 超过 𝑃 后继续增大时，非零特征值会被推离原点，从而降低学生
权重能够学得的最大范数；这似乎隐式降低了较晚停止训练时的模型复杂度和过拟合。最后，通
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过 MNIST 数据集上的模拟，我们表明，真实数据集也会再现这些定性现象。

复杂模型的优异表现，似乎与直接应用 VC 维和 Rademacher 泛化界所得的结论矛盾（Zhang,
Bengio, Hardt, Recht, & Vinyals, 2017）。第 6、7 节讨论这些问题。结果表明，早停与小范数权重初
始化的组合策略对模型的有效复杂度起到正则化作用。这一双重策略限制网络中的权重范数，从
而限制 Rademacher 复杂度。这类似于支持向量机采用的策略：即使核具有无限 VC 维，只要训练
过程在训练数据上找到大间隔（低范数权重向量）解，仍可保持泛化能力。因此，尽管大型深度
网络确实可以拟合随机标签，以小范数权重初始化并由梯度训练的深度神经网络，会优先学习较
简单的函数；只要存在一致的规律可学，便能良好泛化。

值得注意的是，即使没有早停，更大的网络仍可能泛化得更好（Belkin, Hsu, Ma et al., 2019）。
为理解这一点，我们对第一层权重固定的两层非线性神经网络，推导了一个纳入梯度下降动力学
的 Rademacher 复杂度替代界。我们表明：不发生学习的冻结子空间限制了复杂度；过完备模型中，
隐藏层数据的特征值谱具有更大的间隙，从而抑制过度训练。该界为大型网络的泛化行为提供了
新的直觉，并与我们的模拟及既有研究定性一致：即便没有早停，只要 𝑁ℎ > 𝑃，增加隐藏单元数
𝑁ℎ 也会减轻过度训练。

我们的结果开始阐明深度网络中多样的学习行为，并支持一种逐渐形成的看法：优先选择较
大的模型，再在之后进行剪枝。

2 浅层线性神经网络中的泛化动力学

首先，我们研究一个简单情形：接收 𝑁 维输入的浅层线性神经网络的泛化动力学。我们采用
标准的学生—教师形式，这一设置已由统计力学方法广泛研究（综述见 Engel & Van Den Broeck,
2001；Seung et al., 1992；Watkin et al., 1993；与本节线性分析更接近的设置见 Baldi & Chauvin,
1991；Baldi, Chauvin, & Hornik, 1990；Baldi & Hornik, 1995；Chauvin, 1990；Dunmur & Wallace,
1999；Kinouchi & Caticha, 1995；Krogh & Hertz, 1992；LeCun et al., 1991）。权重向量为 𝑤(𝑡) ∈ R1×𝑁

的学生网络，使用权重为 𝑤̄ ∈ R1×𝑁 的教师网络生成的样本进行训练（见图 1）。教师在 𝑃 个输入
𝑋 ∈ R𝑁×𝑃 与相应的标量输出 𝑦 ∈ R1×𝑃 之间实现一个带噪声的线性映射：

𝑦 = 𝑤̄𝑋 + 𝜖 . (1)

其中 𝜖 ∈ R1×𝑃 表示教师输出中的噪声。我们将噪声 𝜖 和教师权重 𝑤̄ 分别建模为从零均值、方差为
𝜎2
𝜖 和 𝜎2

𝑤̄ 的随机分布独立同分布抽取。信噪比 SNR ≡ 𝜎2
𝑤̄/𝜎2

𝜖 刻画数据集底层规律相对于教师输
出噪声的强度。在求解中，我们对 𝑤̄ 的所有可能实现取平均，计算泛化动力学，以得到不依赖具
体学习问题的一般特征。最后，假定输入元素 𝑋

𝜇
𝑗 独立同分布地取自均值为零、方差为 1/𝑁 的高

斯分布，使每个样本的期望平方范数为一：〈‖𝑥𝜇‖2
2〉 = 1。

学生网络用数据集 {𝑦, 𝑋} 训练，以准确预测新输入 𝑥 ∈ R𝑁 对应的输出。学生为浅层线性网
络，因此其预测 𝑦̂ ∈ R 就是 𝑦̂𝜇 = 𝑤(𝑡) · 𝑥𝜇。为学习参数 𝑤，学生网络通过梯度下降尝试最小化 𝑃

个训练样本上的均方误差。训练误差为

𝐸𝑡 (𝑡) =
1
𝑃

𝑃∑
𝜇=1

‖𝑦𝜇 − 𝑦̂𝜇‖2
2, (2)

对该误差函数进行全批量连续时间梯度下降（它很好地近似了小步长的离散时间批量梯度下降），
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Fig. 1. Learning from a noisy linear teacher. (A) A dataset D = {xµ, yµ
}, µ = 1, . . . , P of P examples is created by providing random inputs x to a teacher network

with a weight vector w̄, and corrupting the teacher outputs with noise of variance σ 2
ϵ . (B) A student network is then trained on this dataset D. (C) Example dynamics

of the student network during full batch gradient descent training. Training error (blue) decreases monotonically. Test error, also referred to as generalization error,
(yellow), here computable exactly (4), decreases to a minimum E∗

g at the optimal early stopping time t∗ before increasing at longer times (E late
g ), a phenomenon

known as overtraining. Because of noise in the teacher’s output, the best possible student network attains finite generalization error (‘‘oracle’’, green) even with
infinite training data. This error is the approximation error E∞ . The difference between test error and this best-possible error is the estimation error Eest . (For
interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

and full-batch continuous-time gradient descent on this error
function (a good approximation to discrete time batch gradient
descent with small step size) yields the dynamical equations:

τẇ(t) = yXT
− wXXT . (3)

where τ is a time constant inversely proportional to the learning
rate. Our primary goal is to understand the evolving generaliza-
tion performance of the network over the course of training. That
is, we wish to understand the generalization error which is an
average error on a new, unseen example:

Eg (t) =
⟨
(y − ŷ)2

⟩
x,y (4)

as training proceeds. Here the average ⟨·⟩x,y is over potential in-
puts x and labels y. The generalization error will be self-averaging
meaning that the performance of all random instantiations of the
data and model should be the same when the data is sufficiently
high dimensional: N, P → ∞.

2.1. Exact solutions in the high-dimensional limit

How does generalization performance evolve over the course
of training? The long-term behavior is clear: if training is run for
a long time and initialized with zero weights, the weight vector w

will converge to the subspace minimizing the training error (2),
solving the least-squares regression problem,

w(t → ∞) = yXT (XXT )†, (5)

where † denotes the Moore–Penrose pseudoinverse. The error
achieved by the pseudoinverse, along with more general dynam-
ical results for even nonlinear students and teachers, have long
been known (Krogh & Hertz, 1992; LeCun et al., 1991; Seung
et al., 1992). Here we explicitly study the time course with which
parameters are learned, and pursue connections to phenomena in
modern deep learning.

First, we decompose the input data using the singular value
decomposition X = VΛ1/2UT (with U ∈ RP×N , Λ1/2

∈ RN×N , and
V ∈ RN×N ). The input correlation matrix is then

Σxx
= XXT

= VΛV T . (6)

Next we write the input–output correlation matrix as

Σyx
= yXT

= s̃V T , (7)

where the row vector s̃ will be called an alignment vector since it
is related to the alignment between the input–output correlations
and the input correlations.

Returning to the dynamics in (3), we make a change of vari-
ables to instead track the vector z ∈ R1×N where w = zV T .
Applying (7) yields:

τ ż(t) = s̃ − zΛ. (8)

To make sense of the preceding equation we compute s̃ using the
fact that

yXT
= w̄XXT

+ ϵXT
= z̄ΛV T

+ ϵ̃Λ1/2V T , (9)

where we define z̄ = w̄V , and under the assumption of white
Gaussian noise, ϵ̃ ∈ RN has i.i.d. elements drawn from a Gaussian
with variance σ 2

ϵ . The form of Σyx implies s̃ = z̄Λ+ ϵ̃Λ1/2, so we
can rewrite (8) as

τ żi = (z̄i − zi)λi + ϵ̃i
√

λi, i = 1, . . . ,N. (10)

The learning speed of each mode is independent of the others
and depends only on the eigenvalue of the mode in question. As
we will see, in the case of deep learning, there will be coupling
between these modes. However in shallow neural networks, such
coupling does not occur and we can solve directly for the dynam-
ics of these modes. The error in each component of z is simply

z̄i − zi = (z̄i − zi(0))e−
λi t
τ −

ϵ̃i
√

λi
(1 − e−

λi t
τ ). (11)

It follows from the definition of z that the generalization error as
a function of training time is

Eg (t) =
1
N

∑
i

⟨
(z̄i − zi)2

⟩
+ σ 2

ϵ (12)

=
1
N

∑
i

[
(σ 2

w̄ + (σ 0
w)

2)e−
2λi t
τ +

σ 2
ϵ

λi
(1 − e−

λi t
τ )2

]
+σ 2

ϵ , (13)

where the second equality follows from the assumption that the
teacher weights w̄ and initial student weights w(0) are drawn
i.i.d. from Gaussian distributions with standard deviation σw̄ and
σ 0

w respectively. By denoting the spectrum of data covariance
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图 1 从带噪声的线性教师学习。（A）向权重向量为 𝑤̄ 的教师网络提供随机输入 𝑥，再用方差为 𝜎2
𝜖 的噪

声污染教师输出，生成包含 𝑃 个样本的数据集 D = {𝑥𝜇, 𝑦𝜇}，𝜇 = 1, . . . , 𝑃。（B）学生网络随后在该数据集
D 上训练。（C）学生网络在全批量梯度下降训练中的动力学示例。训练误差（蓝色）单调下降。测试误差
又称泛化误差（黄色），这里可由式（4）精确计算；它在最优早停时刻 𝑡∗ 降至最小值 𝐸∗

𝑔，随后在更长时
间上升至 𝐸 late

𝑔 ，这种现象称为过度训练。由于教师输出含噪声，即使拥有无限训练数据，最好的学生网络
（“oracle”，绿色）也只能达到有限的泛化误差。这一误差即逼近误差 𝐸∞。测试误差与这一最佳可能误差之
差为估计误差 𝐸est。（原文提示：颜色解释见文章网络版；本译本保留原图颜色。）

得到动力学方程
𝜏 ¤𝑤(𝑡) = 𝑦𝑋𝑇 − 𝑤𝑋𝑋𝑇 . (3)

这里 𝜏 是与学习率成反比的时间常数。我们的主要目标是理解网络泛化性能如何随训练演化，也
就是研究训练过程中，对一个未见过的新样本取平均所得的泛化误差：

𝐸𝑔 (𝑡) = 〈(𝑦 − 𝑦̂)2〉𝑥,𝑦 . (4)

其中 〈·〉𝑥,𝑦 对可能的输入 𝑥 和标签 𝑦 取平均。泛化误差具有自平均性：当数据维数足够高，即
𝑁, 𝑃 → ∞ 时，数据与模型的所有随机实现应具有相同的性能。

2.1 高维极限下的精确解

泛化性能如何随训练演化？其长期行为是明确的：如果权重从零初始化并训练足够长时间，权
重向量 𝑤 会收敛到使训练误差（2）最小的子空间，求解最小二乘回归问题：

𝑤(𝑡 → ∞) = 𝑦𝑋𝑇 (𝑋𝑋𝑇 )†, (5)

其中 † 表示 Moore–Penrose 伪逆。伪逆达到的误差，以及适用于非线性学生和教师的更一般动力
学结果，早已为人所知（Krogh & Hertz, 1992；LeCun et al., 1991；Seung et al., 1992）。这里我们明
确研究参数被学得的时间过程，并探索其与现代深度学习现象的联系。

首先，对输入数据做奇异值分解 𝑋 = 𝑉Λ1/2𝑈𝑇（其中𝑈 ∈ R𝑃×𝑁，Λ1/2 ∈ R𝑁×𝑁，𝑉 ∈ R𝑁×𝑁）。
于是输入相关矩阵为

Σ𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑇 = 𝑉Λ𝑉𝑇 . (6)

再将输入—输出相关矩阵写成
Σ𝑦𝑥 = 𝑦𝑋𝑇 = 𝑠𝑉𝑇 , (7)

其中行向量 𝑠 称为对齐向量，因为它与输入—输出相关性和输入相关性之间的对齐有关。
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回到动力学式（3），作变量变换 𝑤 = 𝑧𝑉𝑇，转而追踪向量 𝑧 ∈ R1×𝑁。利用式（7）得

𝜏 ¤𝑧(𝑡) = 𝑠 − 𝑧Λ. (8)

为解释该方程，我们利用下式计算 𝑠：

𝑦𝑋𝑇 = 𝑤̄𝑋𝑋𝑇 + 𝜖𝑋𝑇 = 𝑧Λ𝑉𝑇 + 𝜖Λ1/2𝑉𝑇 , (9)

这里定义 𝑧 = 𝑤̄𝑉；在高斯白噪声假设下，𝜖 ∈ R𝑁 的各元素独立同分布地取自方差为 𝜎2
𝜖 的高斯分

布。Σ𝑦𝑥 的形式意味着 𝑠 = 𝑧Λ + 𝜖Λ1/2，因此式（8）可改写为

𝜏 ¤𝑧𝑖 = (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖)𝜆𝑖 + 𝜖𝑖
√
𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (10)

各模态的学习速度相互独立，仅取决于该模态的特征值。后面将看到，深度学习情形下模态之间
会发生耦合；浅层神经网络则没有这种耦合，因此可以直接求出各模态的动力学。𝑧 每个分量中
的误差为

𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 = (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 (0))𝑒−𝜆𝑖 𝑡/𝜏 −
𝜖𝑖√
𝜆𝑖

(1 − 𝑒−𝜆𝑖 𝑡/𝜏). (11)

由 𝑧 的定义，泛化误差作为训练时间的函数为

𝐸𝑔 (𝑡) =
1
𝑁

∑
𝑖

〈(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖)2〉 + 𝜎2
𝜖 (12)

=
1
𝑁

∑
𝑖

[
(𝜎2

𝑤̄ + (𝜎0
𝑤)2)𝑒−2𝜆𝑖 𝑡/𝜏 + 𝜎2

𝜖

𝜆𝑖
(1 − 𝑒−𝜆𝑖 𝑡/𝜏)2

]
+ 𝜎2

𝜖 . (13)

第二个等号来自如下假设：教师权重 𝑤̄ 与学生初始权重 𝑤(0) 分别独立同分布地取自标准差为 𝜎𝑤̄

和 𝜎0
𝑤 的高斯分布。将数据协方差特征值的谱密度记为 𝜌(𝜆)，泛化误差动力学可写为

𝐸𝑔 (𝑡)
𝜎2
𝑤̄

=
∫

𝜌(𝜆)
[
(1 + INR)𝑒−2𝜆𝑡/𝜏 + (1 − 𝑒−𝜆𝑡/𝜏)2

𝜆 SNR

]
𝑑𝜆 + 1

SNR
, (14)

这里除以 𝜎2
𝑤̄ 以确定尺度，并定义初始化噪声比 INR ≡ (𝜎0

𝑤)2/𝜎2
𝑤̄。

该泛化误差表达式包含两个随时间变化的项。第一项指数衰减至零，刻画权重初值与最终待
学权重之间的距离。第二项从零开始，以指数方式趋近渐近值 𝜎2

𝜖 /𝜆𝑖，对应于对这一批特定样本
所含噪声的过拟合。这里有两点重要。第一，恰为零的特征值（𝜆𝑖 = 0）对应没有学习动力学的方
向（式（10）右端恰为零），因此参数 𝑧𝑖 永远停留在 𝑧𝑖 (0)。这些方向构成一个不发生学习的冻结
子空间。在原坐标基下，权重通常都会随学习改变；但旋转到输入数据的主成分方向，就会显现
这些完全冻结的方向。因此，如果存在零特征值，权重初始化对泛化性能的影响即使经过任意长
训练仍会持续。

第二，由于泛化误差第二项含有因子 𝜎2
𝜖 /𝜆𝑖，较小的特征值造成最严重的过拟合。这是因为，

投影到这些小特征值模态的噪声会造成网络权重大幅增长（见式（11））。因此，零与最小非零特
征值之间较大的谱隙，能够自然地抵御过拟合。此外，较小特征值模态学习得最慢，这提示早停
可能有效，下文将详细说明。最后，该表达式也揭示训练动力学收敛所需的时间。样本协方差中
非零但很小的特征值会造成非常缓慢的动力学，因此梯度下降最小化训练误差所需时间的量级为
𝑡 = 𝜏/𝜆min。
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泛化动力学（13）揭示了样本输入协方差矩阵特征值谱的关键作用。若有大量小特征值，学
生权重范数的增长会导致泛化性能较差。

许多有意义的情形中，高维极限下样本协方差的特征值谱分布已知：输入维数 𝑁 与样本数 𝑃

同时趋于无穷，而测量密度 𝛼 = 𝑃/𝑁 保持有限。特别地，当输入独立同分布地取自零均值、方差
1/𝑁 的高斯分布时，𝑋𝑋𝑇 的特征值分布在高维极限下趋近 Marchenko–Pastur 分布（LeCun et al.,
1991；Marchenko & Pastur, 1967）：

𝜌MP(𝜆) = 1
2𝜋

√
(𝜆+ − 𝜆) (𝜆 − 𝜆−)

𝜆
+ 1𝛼<1(1 − 𝛼)𝛿(𝜆), (15)

其支撑集为 𝜆 = 0 或 𝜆 ∈ [𝜆−, 𝜆+]，其余位置为零。分布边缘为 𝜆± = (√𝛼 ± 1)2，因而依赖样本数相
对于输入维数的比例。图 2A 给出三种测量密度的特征值密度。在欠采样情形 𝛼 < 1，样本数少于
输入维数，大量特征值恰为零，形成原点处的狄拉克 𝛿 项。这对应数据相对于模型规模稀缺的情
形。在临界采样情形 𝛼 = 1，参数数目恰好等于样本数。此时分布在原点附近发散，出现极小特征
值的概率增大，导致灾难性的过度训练。最后，在过采样情形 𝛼 > 1，样本数多于输入维数，对应
数据充足的传统渐近情形；此时特征值分布远离原点。

图 2B 展示将式（15）代入式（14）所得的欠采样、临界采样和过采样情形的泛化动力学。三
者均出现过拟合，但中间点 𝛼 = 1 处明显更严重。图 2C 系统展示若干训练时间下，泛化性能随 𝛼

的变化，清楚显示 𝛼 = 1 处的发散。因此，测量密度接近 1 时，过度训练可能使泛化性能完全失
效。图 3 比较理论与模拟，也验证了泛化误差预测式（14）。

即使是如此简单的线性学生与教师设置，也产生了依赖数据集参数的复杂过度训练现象。下
文将进一步探讨这些解的各个方面，并表明早停能有效抵御过度训练。

译注 式（15）的连续密度项只在 [𝜆− , 𝜆+] 上取值；在 𝜆 = 0 的原子质量应与连续部分分别理解。式
（11）、（13）、（14）中出现 1/𝜆 的项，在零特征值方向按 𝜆 → 0 的极限解释：噪声学习项为零，而初
始化误差保留。文中将 𝑋𝑋𝑇 称为协方差或相关矩阵，未再除以 𝑃；这一归一化决定了式（15）的谱
边缘。

2.2 早停的有效性

图 2B 中的泛化曲线先改善一段时间，随后开始恶化，最终收敛到 lim𝑡→∞ 𝑤(𝑡) 所对应的性能。
因此，存在一个最优停止时刻，在此提前终止训练，比长时间训练具有更好的泛化表现。直观地说，
限制时间相当于对所学参数施加有效正则化。早停在实践中被广泛采用，也已有理论研究（Amari,
Murata, & Müller, 1996；Amari, Murata, Müller, Finke, & Yang, 1995；Baldi & Hornik, 1995；Biehl,
Caticha, & Riegler, 2009；Chauvin, 1990；Dodier, 1995；Yao, Rosasco, & Caponnetto, 2007）。为数值
求出最优停止时刻，可对式（14）关于 𝑡 求导，并令结果为零，求解 𝑡opt。为获得定性认识，我们
先求使每个模态误差最小的停止时间，得到

𝑡opt =
𝜏

𝜆
log(SNR𝜆 + 1), (16)

这里为简便假设 𝑤(0) = 0。图 4A 验证了这一标度关系。最优停止时间随信噪比按对数增长，其
直觉是：质量较高的数据需要的正则化较弱。然而，当输入协方差存在一系列不同特征值时，一
个共同的最优停止时刻不能使每个模态都达到最优。更一般地，必须选择使式（14）最小的 𝑡，才
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Fig. 2. The Marchenko–Pastur distribution and high-dimensional learning dynamics. (A) Different ratios of number training samples (P) to network parameters (N)
(α =

P
N ) yield different eigenvalue densities in the input correlation matrix. For large N , this density is described by the MP distribution (15), which consists of a

‘bulk’ lying between [λ−, λ+], and, when α < 1, an additional delta function spike at zero. When there are fewer samples than parameters (α < 1, left column),
some fraction of eigenvalues are exactly zero (delta-function arrow at origin), and the rest are appreciably greater than zero. When the number of samples is on
the order of the parameters (α = 1, center column), the distribution diverges near the origin and there are many nonzero but arbitrarily small eigenvalues. When
there are more samples than parameters (α > 1, right column), the smallest eigenvalues are appreciably greater than zero. (B) Dynamics of learning. From (13),
the generalization error is harmed most by small eigenvalues; and these are the slowest to be learned. Hence for α = 1/2 and α = 2, the gap in the spectrum
near zero protects the dynamics from overtraining substantially (eigenvalues which are exactly zero for α = 1/2 are never learned, and hence contribute a finite
error but no overtraining). For α = 1, there are arbitrarily small eigenvalues, and overtraining is substantial. (C) Plot of generalization error versus α for several
training times, revealing a clear spike near α = 1. Other parameters: N = 100, INR = 0, SNR = 5. As the colors vary from red to black the training time increases
t
τ

= [5, 20, 50, 100, 1000]. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

eigenvalues as ρ(λ), the generalization error dynamics can be
written as:
Eg (t)
σ 2

w̄

=

∫
ρ(λ)

[
(1 + INR)e−

2λt
τ +

1
λ · SNR

(1 − e−
λt
τ )2
]
dλ

+
1

SNR
, (14)

where we have normalized by σ 2
w̄ to set the scale and defined the

initialization noise ratio INR ≡ (σ 0
w)

2/σ 2
w̄ .

The generalization error expression contains two time-depen-
dent terms. The first term exponentially decays to zero, and
encodes the distance between the weight initialization and the
final weights to be learned. The second term begins at zero and
exponentially approaches its asymptote of σ2

ϵ

λi
. This term corre-

sponds to overfitting the noise present in the particular batch of
samples. We note two important points: first, eigenvalues which
are exactly zero (λi = 0) correspond to directions with no learn-
ing dynamics (the right hand side of Eq. (10) is exactly zero) so
that the parameters zi will remain at zi(0) indefinitely. These di-
rections form a frozen subspace in which no learning occurs. While
in the original basis all weights typically change during learning,
rotation into the principal component directions of the input data
reveals these exactly frozen directions. Hence, if there are zero
eigenvalues, weight initializations can have a lasting impact on
generalization performance even after arbitrarily long training.
Second, smaller eigenvalues lead to the most serious over-fitting
due to the σ2

ϵ

λi
factor in the second term of the generalization error

expression. The origin of this phenomena is that noise projected
onto these smaller modes cause a large increase in the network
weights (see (11)). Hence a large eigengap between zero and
the smallest nonzero eigenvalue can naturally protect against
overfitting. Moreover, smaller eigenvalues are also the slowest to
learn, suggesting that early stopping can be an effective strategy,
as we demonstrate in more detail later. Finally, the expression
provides insight into the time required for convergence of the
training dynamics. Non-zero but small eigenvalues of the sample
covariance lead to very slow dynamics, so that it will take on the
order of t =

τ
λmin

for gradient descent to minimize the training
error.

The generalization dynamics (13) reveal the critical role played
by the eigenvalue spectrum of the sample input covariance ma-
trix. If there are many small eigenvalues generalization perfor-
mance will be poor due to the growth in the norm of the student
weights.

In many interesting cases, the distribution of the eigenspec-
trum of the sample covariance matrix is known in the high-
dimensional limit where the input dimension N and number of
examples P jointly go to infinity, while their measurement den-
sity α = P/N remains finite. In particular, in the setting in which
the inputs are drawn iid from a gaussian with zero mean and
variance 1/N , the eigenvalue distribution of XXT approaches the
Marchenko–Pastur distribution (LeCun et al., 1991; Marchenko &
Pastur, 1967) in the high dimensional limit:

ρMP(λ) =
1
2π

√
(λ+ − λ)(λ − λ−)

λ
+ 1α<1(1 − α)δ(λ), (15)

for λ = 0 or λ ∈ [λ−, λ+], and is zero elsewhere. Here the
edges of the distribution take the values λ± = (

√
α ± 1)2

and hence depend on the number of examples relative to the
input dimension. Fig. 2A depicts this eigenvalue density for three
different values of the measurement density α. In the under-
sampled regime when α < 1, there are fewer examples than
input dimensions and many eigenvalues are exactly zero, yielding
the delta function at the origin. This corresponds to a regime
where data is scarce relative to the size of the model. In the
critically sampled regime α = 1, there are exactly as many
parameters as examples. Here the distribution diverges near the
origin, with increasing probability of extremely small eigenval-
ues. This situation yields catastrophic overtraining. Finally in the
oversampled regime when α > 1, there are more examples
than input dimensions, yielding the traditional asymptotic regime
where data is abundant. The eigenvalue distribution in this case
is shifted away from the origin.

Fig. 2B shows the generalization dynamics resulting from sub-
stituting (15) into (14) in the under-, critically- and over-sampled
regimes. While all three exhibit overfitting, this is substantially
worse at the intermediate point α = 1. Fig. 2C systematically
traces out generalization performance as a function of α at several
training times, showing a clear divergence at α = 1. Hence
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图 2 Marchenko–Pastur 分布与高维学习动力学。（A）训练样本数 𝑃 与网络参数数目 𝑁 的不同比值（𝛼 =
𝑃/𝑁），在输入相关矩阵中产生不同的特征值密度。𝑁 很大时，密度由 MP 分布（15）描述：它包含位于
[𝜆− , 𝜆+] 的“主体”，以及在 𝛼 < 1 时出现的零点 𝛿 峰。样本少于参数时（𝛼 < 1，左列），一部分特征值恰为
零（原点处箭头），其余明显大于零；样本数与参数数目相当时（𝛼 = 1，中列），分布在原点附近发散，出
现大量非零却任意小的特征值；样本多于参数时（𝛼 > 1，右列），最小特征值也明显大于零。（B）学习动
力学。由式（13），小特征值最损害泛化误差，且学习最慢。因此，在 𝛼 = 1/2 和 𝛼 = 2 时，零附近的谱隙显
著抑制过度训练（𝛼 = 1/2 时恰为零的模态从不被学习，只贡献有限误差而不产生过度训练）。𝛼 = 1 时存在
任意小的特征值，过度训练显著。（C）若干训练时间下泛化误差随 𝛼 的变化，显示 𝛼 = 1 附近的明显尖峰。
其他参数：𝑁 = 100，INR = 0，SNR = 5。颜色由红至黑，对应训练时间 𝑡/𝜏 = [5, 20, 50, 100, 1000]。（颜色
解释见原文网络版；本译本保留原色。）
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Fig. 3. Generalization and training error dynamics compared with simulations. Here we demonstrate that our theoretical predictions for generalization and training
error dynamics at different measurement densities (α = 1/2, α = 1, and α = 2) match with simulations. The simulations for generalization (blue) and training (green)
errors have a width of ±2 standard deviations generated from 20 trials using N = 300, P = αN and Gaussian input, noise, and parameters with σw̄ = 1, σ 0

w = 0,
and SNR = 5. The simulations show excellent agreement with our theoretical predictions for generalization and training error provided in (14) and (26). (For
interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

overtraining can lead to complete failure of generalization per-
formance when the measurement density α is close to 1. The
generalization error prediction (14) is also validated in Fig. 3
where we compare theory with simulations.

Remarkably, even this simple setting of a linear student and
teacher yields generalization dynamics with complex overtrain-
ing phenomena that depend on the parameters of the dataset. In
the following sections we explore aspects of these solutions in
greater detail, and show that early stopping provides an effective
remedy to combat overtraining.

2.2. Effectiveness of early stopping

The generalization curves in Fig. 2B improve for a period of
time before beginning to worsen and converge to the perfor-
mance of limt→∞ w(t). Thus, there will be an optimal stopping
time at which simply ending training early would yield im-
proved generalization compared to training for longer times. The
intuitive explanation for this is that by limiting time we are
effectively regularizing the parameters being learned. This early
stopping strategy is widely used in practice, and has been studied
theoretically (Amari, Murata, & Müller, 1996; Amari, Murata,
Müller, Finke, & Yang, 1995; Baldi & Hornik, 1995; Biehl, Caticha,
& Riegler, 2009; Chauvin, 1990; Dodier, 1995; Yao, Rosasco, &
Caponnetto, 2007). To solve for the optimal stopping time nu-
merically, we can differentiate (14) with respect to t and set the
result equal to zero to solve for topt . To gain qualitative insights
into this problem, we solve for the stopping time that minimizes
the error of each mode, yielding:

topt =
τ

λ
log(SNR · λ + 1). (16)

where we assume for simplicity w(0) = 0. This qualitative scaling
is verified in Fig. 4A. The intuition behind the logarithmic growth
of optimal stopping time with SNR is that high quality data
requires less regularization. However optimal stopping time does
not achieve optimal stopping on every mode if there is a spread
of eigenvalues in the input covariance, and to accurately select
the optimal stopping time more generally, we must select t to
minimize Eq. (14), as done numerically in Fig. 4B. This reveals
a dependence on measurement density, with longest training
around α = 1 where test error peaks.

2.3. L2 regularization

Another approach is the use of L2 regularization (also called
weight decay), because the divergence of generalization error in
the critical regime is due to divergence in the network weights.
Here we compare the performance of early stopping of gra-
dient descent to the performance of L2 regularization, which
corresponds to solving the optimization problem:

ŵL2 = argmin
w

1
2

[
∥y − wX∥

2
2 +

γ

2
∥w∥

2
2

]
. (17)

This regularization yields a generalization error (Advani & Gan-
guli, 2016b) of the form:

EL2
g (γ )

σ 2
w̄

=

∫
ρ(λ)

[
γ 2

(λ + γ )2
+

λ

SNR(λ + γ )2

]
dλ +

1
SNR

. (18)

Differentiating the above expression with respect to γ , one finds
that the optimal performance of this algorithm occurs when the
regularization strength is tuned to be inversely proportional to
the signal-to-noise ratio: γ =

1
SNR =

σ2
ϵ

σ2
w̄

. In fact, under the as-

sumption of noise, parameter, and input distributions drawn i.i.d.
Gaussian, no algorithm can out-perform optimal L2 regularization
in terms of generalization error performance, as shown in Advani
and Ganguli (2016a) and Advani and Ganguli (2016c). Here we
ask how close the performance of early stopping comes to this
best-possible performance. In fact, if we substitute (16) for each
mode into the expression for the time dependent generalization
error (that is, if we could early-stop each mode individually),
we obtain the same generalization performance as optimal L2
regularization, hinting at a strong relationship between the two
methods. However, as mentioned above, early stopping gener-
ally performs suboptimally. We compare the two algorithms in
Fig. 5A. There is a very close match between their generalization
performances: here the relative error between the two is under 3
percent and is the largest around α = 1. This near-optimality of
early stopping disappears when the initialization strengths of the
network weights are large as shown in 5B. Hence early stopping
can be a highly effective remedy against overtraining when the
initial weights are small.
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图 3 泛化误差与训练误差动力学的理论和模拟比较。不同测量密度（𝛼 = 1/2, 1, 2）下，泛化误差与训练
误差动力学的理论预测均与模拟吻合。泛化误差（蓝色）和训练误差（绿色）的模拟带宽为 ±2 个标准差，
由 20 次试验产生；使用 𝑁 = 300、𝑃 = 𝛼𝑁，输入、噪声和参数均为高斯分布，𝜎𝑤̄ = 1、𝜎0

𝑤 = 0、SNR = 5。
模拟与式（14）、（26）给出的理论预测高度一致。（颜色解释见原文网络版；本译本保留原色。）
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能准确得到最优停止时间，图 4B 即采用这一数值方法。结果揭示了对测量密度的依赖：在测试误
差达到峰值的 𝛼 = 1 附近，所需训练时间最长。

2.3 𝐿2 正则化

另一种方法是 𝐿2 正则化（也称权重衰减），因为临界情形下泛化误差的发散来自网络权重发
散。这里将梯度下降早停的性能与 𝐿2 正则化比较；后者对应求解优化问题

𝑤̂𝐿2 = arg min
𝑤

1
2

[
‖𝑦 − 𝑤𝑋 ‖2

2 +
𝛾

2
‖𝑤‖2

2

]
. (17)

这种正则化给出的泛化误差（Advani & Ganguli, 2016b）为

𝐸𝐿2
𝑔 (𝛾)
𝜎2
𝑤̄

=
∫

𝜌(𝜆)
[

𝛾2

(𝜆 + 𝛾)2 + 𝜆

SNR(𝜆 + 𝛾)2

]
𝑑𝜆 + 1

SNR
. (18)

对上式关于 𝛾 求导，可知当正则化强度取信噪比的倒数 𝛾 = 1/SNR = 𝜎2
𝜖 /𝜎2

𝑤̄ 时，算法性能最优。
实际上，在噪声、参数和输入均独立同分布为高斯的假设下，没有算法能在泛化误差上优于最优
𝐿2 正则化（Advani & Ganguli, 2016a, 2016c）。这里我们要问：早停与这一最佳可能性能有多接近？
如果将各模态的式（16）分别代入时变泛化误差表达式（即假设能够分别对每个模态早停），就得
到与最优 𝐿2 正则化相同的泛化性能，这暗示两种方法有密切联系。不过，如上所述，实际的早停
通常是次优的。图 5A 比较两种算法：它们的泛化性能非常接近，在该例中相对误差小于 3%，且
在 𝛼 = 1 附近最大。网络权重初始化较大时，这种近乎最优的早停表现便会消失，如图 5B 所示。
因此，当初始权重较小时，早停能够十分有效地抵御过度训练。

译注 原文式（17）外层已有 1/2，括号内又写 𝛾/2；按此字面表达，岭解分母为 𝜆 + 𝛾/2，与式（18）
及附录 B 使用的 𝜆 + 𝛾 约定不一致。此处保留原式；复核后续推导时，应采用 1

2 ‖𝑦 − 𝑤𝑋 ‖2 + 𝛾
2 ‖𝑤‖2 的

通常约定。这里的 𝑡opt 是理论上借助真实泛化误差定义的最佳时刻，实际训练通常需验证集选择。

2.4 权重范数随信噪比的增长

较长的训练时间提供更多权重更新机会，因此，人们可能也会预期：最优早停时刻的权重范
数会随信噪比系统变化。这里证明这一判断正确。假设学生的初始权重为零，最优二次正则化权
重的平均范数（在附录 B 推导）随信噪比按下式增长：

〈𝑤̂2
𝐿2
〉 = 𝜎2

𝑤̄

∫
𝜌MP(𝜆) 𝜆

𝜆 + 1/SNR
𝑑𝜆. (19)

直观上，信噪比较低的数据需要较强正则化，从而使学得权重的范数更小。所学权重范数在两个
极限之间变化：SNR → ∞ 时 〈𝑤̂2〉 → 𝜎2

𝑤̄，而 SNR → 0 时 〈𝑤̂2〉 → 0。

因此，数据的信噪比对最优正则化下所学权重范数起决定性作用。在这一设置中，恰当选择
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Fig. 4. Impact of data quality and dimensionality on optimal stopping time. In (A) we plot the impact of SNR on the optimal stopping time with low measurement
density α = .05, and compare this to the predictions of (16) with λ = 1 because the non-zero values of the MP distribution are highly peaked around this value
at low measurement density. In (B) we plot the impact of measurement density on the optimal stopping time in the low noise (SNR = 100) limit, where longer
training is required near α = 1 because the high quality of the data makes it beneficial to learn weights even in the small eigenvalue directions. In both plots green
curves are optimal stopping time numerical predictions computed via gradient descent on t using (14). (For interpretation of the references to color in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 5. Optimal stopping performance. In (A) we plot the generalization error from early stopping (red stars) versus optimal quadratically regularized regression (blue
line). In this example there is no more than 3 percent relative error between the two, which peaks near α = 1 when the spectrum of non-zero eigenvalues is broader.
In (B) we plot generalization error vs. α for different initial weight norms. In the limited data regime, small initial weights are crucial for good generalization. In
both plots, we have fixed SNR = 5 and σ 2

w̄ = 1 which implies that even at large measurement density α the generalization error asymptotes to a non-zero value
due to noise 0.2 =

1
SNR .

2.4. Weight norm growth with SNR

Given that longer training times provide the opportunity for
more weight updates, one might also expect that the norm of
the weights at the optimal early stopping time would vary sys-
tematically with SNR. Here we show that this intuition is correct.
Assuming zero initial student weights, the average norm of the
optimal quadratic regularized weights (derived in Appendix B)
increases with SNR as:⟨
ŵ2

L2

⟩
= σ 2

w̄

∫
ρMP (λ)

(
λ

λ +
1

SNR

)
dλ. (19)

The intuition behind this equation is that data with a lower SNR
requires greater regularization which leads to a lower norm in
the learned weights. The norm of the learned weights interpolates
between

⟨
ŵ2
⟩
→ σ 2

w̄ as SNR → ∞ and
⟨
ŵ2
⟩
→ 0 as SNR → 0.

Thus the signal-to-noise ratio of the data plays a pivotal role
in determining the norm of the learned weights using optimal
regularization. In this setting, a well chosen algorithm leads to
larger weights in the network when the data is easier to predict.3

3 This dependence of weight norm on SNR may help reconcile puzzles in
recent empirical papers. For instance, Section 5 of Zhang et al. (2017) compares
linear maps learned off of two different nonlinear transformations of the input,
and finds that the linear map with larger norm sometimes generalizes better-
in apparent contradiction to generalization bounds that rely on norm-based
capacity control. However, based on our results, this finding is expected if one
nonlinear transformation reveals more signal than the other: the transformation
yielding higher SNR will require a longer training time, yield larger norm
weights, and attain better generalization performance. Here the larger norm
weights are justified by the stronger rule linking input and output. Comparisons
between linear maps of different norms learned from the same nonlinear
transformation, however, will reveal an optimal weight norm (which can be
approximately found through early stopping).
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图 4 数据质量与维数对最优停止时间的影响。（A）低测量密度 𝛼 = 0.05 下信噪比对最优停止时间的影响，
并与式（16）在 𝜆 = 1 时的预测比较；因为低测量密度时，MP 分布的非零特征值高度集中在 1 附近。（B）
低噪声（SNR = 100）极限下测量密度的影响。在 𝛼 = 1 附近需要更长训练，因为数据质量高，连小特征
值方向上的权重也值得学习。两图绿色曲线均为利用式（14）对 𝑡 作梯度下降所得的最优停止时间数值预
测。（颜色解释见原文网络版；本译本保留原色。）
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density α = .05, and compare this to the predictions of (16) with λ = 1 because the non-zero values of the MP distribution are highly peaked around this value
at low measurement density. In (B) we plot the impact of measurement density on the optimal stopping time in the low noise (SNR = 100) limit, where longer
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Fig. 5. Optimal stopping performance. In (A) we plot the generalization error from early stopping (red stars) versus optimal quadratically regularized regression (blue
line). In this example there is no more than 3 percent relative error between the two, which peaks near α = 1 when the spectrum of non-zero eigenvalues is broader.
In (B) we plot generalization error vs. α for different initial weight norms. In the limited data regime, small initial weights are crucial for good generalization. In
both plots, we have fixed SNR = 5 and σ 2

w̄ = 1 which implies that even at large measurement density α the generalization error asymptotes to a non-zero value
due to noise 0.2 =

1
SNR .

2.4. Weight norm growth with SNR

Given that longer training times provide the opportunity for
more weight updates, one might also expect that the norm of
the weights at the optimal early stopping time would vary sys-
tematically with SNR. Here we show that this intuition is correct.
Assuming zero initial student weights, the average norm of the
optimal quadratic regularized weights (derived in Appendix B)
increases with SNR as:⟨
ŵ2

L2

⟩
= σ 2

w̄

∫
ρMP (λ)

(
λ

λ +
1

SNR

)
dλ. (19)

The intuition behind this equation is that data with a lower SNR
requires greater regularization which leads to a lower norm in
the learned weights. The norm of the learned weights interpolates
between

⟨
ŵ2
⟩
→ σ 2

w̄ as SNR → ∞ and
⟨
ŵ2
⟩
→ 0 as SNR → 0.

Thus the signal-to-noise ratio of the data plays a pivotal role
in determining the norm of the learned weights using optimal
regularization. In this setting, a well chosen algorithm leads to
larger weights in the network when the data is easier to predict.3

3 This dependence of weight norm on SNR may help reconcile puzzles in
recent empirical papers. For instance, Section 5 of Zhang et al. (2017) compares
linear maps learned off of two different nonlinear transformations of the input,
and finds that the linear map with larger norm sometimes generalizes better-
in apparent contradiction to generalization bounds that rely on norm-based
capacity control. However, based on our results, this finding is expected if one
nonlinear transformation reveals more signal than the other: the transformation
yielding higher SNR will require a longer training time, yield larger norm
weights, and attain better generalization performance. Here the larger norm
weights are justified by the stronger rule linking input and output. Comparisons
between linear maps of different norms learned from the same nonlinear
transformation, however, will reveal an optimal weight norm (which can be
approximately found through early stopping).

433

图 5 最优停止时的性能。（A）早停的泛化误差（红色星号）与最优二次正则化回归（蓝线）比较。本例中
两者相对误差不超过 3%；在非零特征值谱较宽的 𝛼 = 1 附近达到峰值。（B）不同初始权重范数下，泛化误
差随 𝛼 的变化。在数据有限的情形，小初始权重对良好泛化至关重要。两图均固定 SNR = 5、𝜎2

𝑤̄ = 1，因
此即使测量密度 𝛼 很大，泛化误差也因噪声而趋近非零值 0.2 = 1/SNR。
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的算法会在数据更易预测时得到更大的网络权重。3

译注 式（19）使用的是按输入维数归一化的平均平方权重范数。其后关于高信噪比极限的原文叙述
隐含了没有冻结方向的情形；当 𝛼 < 1 时，MP 分布在零点有质量 1 − 𝛼，由式（19）直接得到的极限
为 𝛼𝜎2

𝑤̄。这里保留原文叙述，并注明适用范围。

2.5 初始权重大小对泛化性能的影响

前几节已说明，在学生权重从零初始化（INR ≈ 0）时，早停有效。早停使权重更接近初值，
因此只有当初始权重较小时才提供有效正则化。为阐明初始化对泛化误差的影响，我们再次利用
INR ≈ 0 时早停与 𝐿2 正则化性能相近这一事实。如果学生初始权重不是零，而具有方差 (𝜎0

𝑤)2，
则最优 𝐿2 正则化强度为 𝛾opt = 𝜎2

𝜖 /[(𝜎0
𝑤)2 + 𝜎2

𝑤̄]，由此得到泛化误差

𝐸𝑔 =
(𝜎0

𝑤)2 + 𝜎2
𝑤̄

2

[
1 − 𝛼 − 𝛾opt +

√
(𝛾opt + 𝛼 − 1)2 + 4𝛾opt

]
+ 𝜎2

𝜖 . (20)

在高信噪比极限下，欠采样、等量采样和过采样三种情形中，泛化性能对初始权重的依赖具有三
种不同的定性行为：𝛼 < 1 时为线性依赖，𝛼 = 1 时为平方根依赖，𝛼 > 1 时则没有依赖：

𝐸𝑔 ≈


[(𝜎0

𝑤)2 + 𝜎2
𝑤̄] (1 − 𝛼) + 𝜎2

𝜖 , 𝛼 < 1,√
(𝜎0

𝑤)2 + 𝜎2
𝑤̄ 𝜎𝜖 + 𝜎2

𝜖 , 𝛼 = 1,

𝜎2
𝜖

𝛼

𝛼 − 1
, 𝛼 > 1.

因而数据越多，权重初始化的影响越小。动力学解揭示了原因：当样本数相对于输入维数较少时，
权重空间的许多方向没有样本落入，因而不会变化；初始化在这些方向上的分量将永久保留。因
此，如图 5B 所示，在过参数化情形下，要使泛化性能最好，小权重初始化至关重要。即使样本
数与模型规模相当（𝛼 ≈ 1），大范数初始化仍会损害最优早停策略，因为训练必须在初始权重影
响完全衰减之前终止。因此，依据这一简单线性分析，通过早停与小范数权重初始化的双重策略，
大型模型也能获得优异泛化。该策略几乎达到所研究设置下最佳可能的贝叶斯最优学习策略（最
优 𝐿2 正则化）的性能，并在样本数可少于模型规模的高维情形中仍然有效。

译注 上面的分段近似强调主导标度，精确数值应使用式（20）。本段“线性／平方根依赖”是相对于
初始权重方差 (𝜎0

𝑤)2 而言。非零初始化与岭回归的对应应理解为对相对初值的权重改变量施加二次
惩罚；若仅对最终权重施加通常的零中心岭惩罚并求得唯一最优解，所得解本身不依赖初始化。

3权重范数对信噪比的这种依赖，可能解释近期经验论文中的一些疑惑。例如，Zhang et al.（2017）第 5 节比较在输
入的两种非线性变换上学得的线性映射，发现范数较大的映射有时泛化得更好，表面上与依靠范数控制容量的泛化界
矛盾。然而，根据我们的结果，如果一种非线性变换比另一种揭示更多信号，就应预期这种发现：产生较高信噪比的
变换需要更长训练、得到更大权重范数，并取得更好的泛化性能。输入与输出之间更强的规律为较大范数提供了依据。
但若比较在同一种非线性变换上学得的不同范数的线性映射，则会发现一个最优权重范数（可由早停近似找到）。
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2.6 训练误差动力学

接下来考察学习中的训练误差动力学。我们将表明，它强烈依赖数据协方差的小特征值，而
对信噪比的依赖较弱。从以下形式出发：

𝐸𝑡 (𝑡) =
1
𝑃
‖𝑦 − 𝑤(𝑡)𝑋 ‖2

2. (21)

代入数据的奇异值分解 𝑋 = 𝑉Λ1/2𝑈𝑇 与 𝑤(𝑡) = 𝑧(𝑡)𝑉𝑇，得到

1
𝑃
‖𝑦 − 𝑧(𝑡)Λ1/2𝑈𝑇 ‖2

2. (22)

在过采样设置（𝑃 > 𝑁）中，定义 𝑈̃ = (𝑈,𝑈⊥) ∈ R𝑃×𝑃；若 𝑃 ≤ 𝑁，则令 𝑈̃ = 𝑈，使两种情形均有
𝑈̃𝑈̃𝑇 = 𝐼。整理训练误差得

𝐸𝑡 (𝑡) =
1
𝑃
‖𝑦𝑈̃ − 𝑧(𝑡)Λ1/2𝑈𝑇𝑈̃‖2

2

=
1
𝑃
‖𝜖 + (𝑧 − 𝑧(𝑡))Λ1/2‖2

2 + ‖𝜖𝑈⊥‖2
2.

(23)

这里 𝜖 = 𝜖𝑈。由式（11），线性网络的学习动力学满足

𝜖𝑖 +
√
𝜆𝑖 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 (𝑡)) =

[√
𝜆𝑖 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 (0)) + 𝜖𝑖

]
𝑒−𝜆𝑖 𝑡/𝜏 . (24)

因此训练误差可写为时间的函数：

𝐸𝑡 (𝑡) =
1
𝑃


𝑁∑
𝑖=1

(√
𝜆𝑖 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖 (0)) + 𝜖𝑖

)2
𝑒−2𝜆𝑖 𝑡/𝜏 +

𝑃−𝑁∑
𝑗=1

(𝜖⊥𝑗 )2
 , (25)

其中 𝜖⊥ = 𝜖𝑈⊥；当 𝑃 ≤ 𝑁 时，第二个求和为零。注意训练误差随时间严格下降。若 𝑃 < 𝑁，每个
数据点被记忆后，训练误差趋近零。对噪声、参数和数据分布取平均，得到

〈𝐸𝑡 (𝑡)〉 =
1
𝛼

∫
𝜌(𝜆)

[
𝜆(𝜎2

𝑤̄ + (𝜎0
𝑤)2) + 𝜎2

𝜖

]
𝑒−2𝜆𝑡/𝜏 𝑑𝜆

+
(
1 − 1

𝛼

)
𝜎2
𝜖 1[𝛼>1] .

(26)

图 3 表明上述理论预测与模拟结果相符。

这一训练误差动力学公式可能有助于解释近期的经验发现（例如 Arpit et al., 2017；Zhang et
al., 2017）：神经网络并不难记忆带噪声的标签，为此只需稍长的训练时间。若考察 𝐸𝑡 达到预先给
定的小值之前所需的时间，向输出标签添加噪声只会使它略有增长。在可以记忆噪声的欠采样设
置（𝛼 < 1）中，足够晚时（𝑡 � 𝜏/𝜆min），训练误差按指数衰减，因此可很好地近似为

𝐸𝑡 (𝑡) ∝
(
𝜆min +

1
SNR

)
𝑒−2𝜆min𝑡/𝜏 . (27)
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于是，要使训练误差达到与 𝛿 成比例的水平，所需时间的标度为

𝑡 ≈ 𝜏

2𝜆min
log

(
𝜆min + 1/SNR

𝛿

)
. (28)

因此，增加输出噪声方差，只应使记忆数据集所需的时间按对数增长。

译注 原文式（23）第二行最后一项缺少 1/𝑃，由式（21）及后续式（25）可核对。式（26）在 𝛼 < 1
时，积分中的噪声项仅应遍历非零奇异模态；若直接将含零点原子质量的完整 MP 分布（15）代入该
噪声项，会错误地产生残留训练误差。原文声称训练误差趋零及图 3 应按非零谱解释。原文同时使用
了补零与约化奇异值分解的记号；零模态上 𝜖𝑖 不具有独立噪声驱动。这些约定不改变冻结子空间的
主结论。

3 深层线性神经网络中的泛化动力学

前面几节的结果集中于最简单的浅层神经网络。现在我们转而考察：在一类简单的深
度网络中，是否也会出现相似的定性性质。我们考虑一个深层线性学生网络（图 6A） ，其
权重为 𝑊1, . . . ,𝑊𝐷，构成一个有 𝐷 + 1 层的线性网络。给定输入 𝑥 ∈ R𝑁，学生按照规则
𝑦̂ = 𝑊𝐷𝑊𝐷−1 · · ·𝑊2𝑊1𝑥 = 𝑊 tot𝑥 产生标量预测 𝑦̂ ∈ R。除最后一层输出单个标量之外，我们起初不
对各层的大小作任何假设。对训练均方误差进行连续时间梯度下降，得到动力学方程

𝜏
d
d𝑡
𝑊𝑙 =

(
𝐷∏

𝑖=𝑙+1
𝑊𝑖

)𝑇 [
Σ𝑦𝑥 −

(
𝐷∏
𝑖=1

𝑊𝑖

)
Σ𝑥𝑥

] (
𝑙−1∏
𝑖=1

𝑊𝑖

)𝑇
. (29)

这些方程既包含网络不同层权重之间的耦合，也包含权重之间的非线性相互作用。尽管深层线性
网络计算的是简单的输入—输出映射，它们仍保留了非线性网络的若干重要特征：最显著的是，学
习问题是非凸的（Baldi 与 Hornik，1989；Kawaguchi，2016），因而产生非线性的动力学轨迹（Arora、
Cohen 与 Hazan，2018；Du、Hu 与 Lee，2018；Fukumizu，1998；Ji 与 Telgarsky，2019；Saxe 等，
2014）。

我们希望找到一种简化表达式，能够很好地描述从小随机权重出发的动力学。直观地说，完
整的梯度动力学包含使隐藏单元相互正交的排斥力，从而避免两个隐藏单元表示同一种输入特征。
然而，以小随机权重初始化时，隐藏单元通常已经近似正交，因此，可以像 Saxe 等（2014）那样
放心地忽略这些促使正交化的排斥力。首先，我们利用基于奇异值分解（SVD）的变量变换，减
弱这些方程中的耦合。随后，在隐藏单元初始时完全解耦的假设下研究动力学；模拟验证了，当
M.S. Advani, A.M. Saxe and H. Sompolinsky Neural Networks 132 (2020) 428–446

Fig. 6. Reduction of deep linear network dynamics. (A) The student network is a deep linear network of depth D + 1. (B-D) Comparisons of simulations of the
full generalization dynamics for networks initialized with small weights (gold) to simulations of the reduced dynamics (green) for different depths and parameter
settings. Training error in blue. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

produces a single scalar output. Continuous time gradient descent
on the mean squared training error yields the dynamics,

τ
d
dt

Wl =

(
D∏

i=l+1

Wi

)T [
Σyx

−

(
D∏

i=1

Wi

)
Σxx

](
l−1∏
i=1

Wi

)T

. (29)

These equations involve coupling between weights at differ-
ent layers of the network, and nonlinear interactions between
the weights. While they compute a simple input–output map,
deep linear networks retain several important features of non-
linear networks: most notably, the learning problem is noncon-
vex (Baldi & Hornik, 1989; Kawaguchi, 2016), yielding nonlinear
dynamical trajectories (Arora, Cohen, & Hazan, 2018; Du, Hu,
& Lee, 2018; Fukumizu, 1998; Ji & Telgarsky, 2019; Saxe et al.,
2014).

We wish to find a simplified expression that provides a good
description of these dynamics starting from small random
weights. Intuitively, the full gradient dynamics contain repul-
sion forces that attempt to orthogonalize the hidden units, such
that no two represent the same feature of the input. When
initializing with small random weights, however, hidden units
will typically already be nearly orthogonal—and hence these
orthogonalizing repulsive forces can be safely neglected as in
Saxe et al. (2014). We begin by using an SVD-based change of
variables to reduce coupling in these equations. We then will
study the dynamics assuming that hidden units are initially fully
decoupled—since this remains a good approximation for the full
dynamics when starting from small random weights, as verified
through simulation.

In particular, based on the observation that gradient descent
dynamics in deep linear networks initialized with small weights
extract low rank structure (Saxe et al., 2014), we make the follow-
ing change of variables: W1(t) = r2z(t)V T , where z(t) ∈ R1×Ni is a
row vector encoding the time-varying overlap with each principle
axis in the input (recall Σxx

= VΛV T ); andWl(t) = d(t)rl+1rTl , l =
2, . . . ,D where the vectors ri ∈ RNl×1 are arbitrary unit norm vec-
tors (rTl rl = 1) specifying freedom in the internal representation
of the network, rD+1 is defined to be one, and d(t) is a scalar
which encodes the change in representation over time. With
these definitions, W tot

=

(∏D
l=2 d(t)rl+1rTl

)
r2z(t)V T

= d(t)D−1

z(t)V T
= u(t)z(t)V T where we have defined the scalar u(t) =

d(t)D−1. We show in Appendix A that solutions which start in this
form remain in this form, and yield the following exact reduction
of the dynamics:

τ u̇ = (D − 1)u
2D−4
D−1

(
s̃zT − uzΛzT

)
, (30)

τ ż = u
(
s̃ − uzΛ

)
. (31)

These equations constitute a considerable simplification of the
dynamics. Note that if there are Nh = Ni hidden units in each
layer, then full gradient descent in a depth D+1 network involves
O(N2

i D) parameters. The above reduction requires only Ni + 1
parameters, regardless of depth. Fig. 6 compares the predicted

generalization dynamics from these reduced dynamics to simu-
lations of full gradient descent for networks starting with small
random weights and of different depths, confirming that the
reduction provides an accurate picture of the full dynamics when
starting from small random weights. A line of work has shown
that the full gradient descent dynamics in fact converge to the
low rank structure implied by these initialization conditions, in
a wide range of settings beyond the student–teacher setting we
consider here (Arora et al., 2018; Du et al., 2018; Ji & Telgarsky,
2019). Our result shows that, once attracted to this low rank
solution, the generalization dynamics take a particularly simple
form that reveals links to the shallow case.

In the reduction, all modes are coupled together through the
global scalar u(t). Comparing (31) with (8), this scalar premulti-
plies the shallow dynamics, yielding a characteristic slow down
early in training when both z and u are small (see initial plateaus
in Fig. 6C-D). This behavior is a hallmark of deep dynamics
initialized close to the saddle point where all weights are zero,
and has been found for training error dynamics as well (Good-
fellow, Vinyals, & Saxe, 2015; Saxe et al., 2014). Remarkably, in
the reduction the entire effect of depth is compressed into the
scalar u which sets a global speed of the dynamics shared by
all modes. Otherwise, each mode’s dynamics is analogous to the
shallow case and driven primarily by the size of its associated
eigenvalue λi, with smaller eigenvalues being learned later. This
suggests that optimal stopping will again be effective in deep
networks, with comparable results to the shallow case. And as
in the shallow case, eigenvalues that are zero make no progress,
yielding a frozen subspace in which no learning occurs. Hence
again, large initial weight norms will harm generalization error
in the limited data regime in deep linear networks.

Thus for deep linear networks producing scalar outputs, our
reduction predicts behavior qualitatively like their shallow coun-
terparts in terms of their early stopping error and sensitivity
to weight initializations. However, depth introduces a poten-
tial tension between training speed and generalization perfor-
mance: small initial weights dramatically slow learning in deep
networks, but large initial weights can harm generalization in
the high-dimensional regime. This may underlie observations in
full nonlinear networks that certain initializations can converge
quickly but yield poorer generalization performance (e.g., Mishkin
& Matas, 2016).

4. Generalization dynamics and optimal size in neural nets
with frozen first layer weights

In practical settings, nonlinear activations are essential since
they allow networks to express complex functions. In this section
we explore the degree to which the qualitative intuitions ob-
tained through studying linear networks transfer to the nonlinear
setting by introducing a fixed, random first layer with non-linear
activations in the hidden layer. Nonlinearity introduces the cru-
cial question of model complexity: is there an optimal size of the

435

图 6 深层线性网络动力学的约化。（A）学生网络是深度为 𝐷 + 1 的深层线性网络。（B–D）在不同深度和
参数设定下，比较小权重初始化网络的完整泛化动力学模拟（金色）与约化动力学模拟（绿色）。蓝色表示
训练误差。关于本图图例中颜色的解释，读者可参阅本文的网络版。
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初始随机权重很小时，这一假设仍能很好地近似完整动力学。

具体而言，已有研究观察到，以小权重初始化的深层线性网络，其梯度下降动力学会提取低
秩结构（Saxe 等，2014）。据此，我们作如下变量变换：𝑊1(𝑡) = 𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇，其中 𝑧(𝑡) ∈ R1×𝑁𝑖 是一
个行向量，编码与输入各主轴的重叠随时间的变化（回忆 Σ𝑥𝑥 = 𝑉Λ𝑉𝑇）；并令 𝑊𝑙 (𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟

𝑇
𝑙 ，

𝑙 = 2, . . . , 𝐷，其中向量 𝑟𝑖 ∈ R𝑁𝑙×1 是任意的单位范数向量（𝑟𝑇𝑙 𝑟𝑙 = 1），表征网络内部表示的自由
度；定义 𝑟𝐷+1 = 1，而 𝑑 (𝑡) 是编码表示随时间变化的标量。根据这些定义，

𝑊 tot =

(
𝐷∏
𝑙=2

𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟
𝑇
𝑙

)
𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇

= 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)𝑉𝑇 = 𝑢(𝑡)𝑧(𝑡)𝑉𝑇 ,

其中我们定义标量 𝑢(𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝐷−1。附录 A 证明，从这一形式出发的解会一直保持这一形式，并给
出如下精确的动力学约化：

𝜏 ¤𝑢 = (𝐷 − 1)𝑢 2𝐷−4
𝐷−1

(
𝑠𝑧𝑇 − 𝑢𝑧Λ𝑧𝑇

)
, (30)

𝜏 ¤𝑧 = 𝑢 (𝑠 − 𝑢𝑧Λ) . (31)

这些方程大幅简化了动力学。注意，如果每一层都有 𝑁ℎ = 𝑁𝑖 个隐藏单元，那么深度为 𝐷 + 1 的
网络中的完整梯度下降涉及 𝑂 (𝑁2

𝑖 𝐷) 个参数，而上述约化无论网络深度如何都只需要 𝑁𝑖 + 1 个参
数。图 6 比较了约化动力学所预测的泛化动力学，与不同深度、从小随机权重出发的网络在完整
梯度下降下的模拟结果，证实在小随机权重初始化时，该约化能够准确刻画完整动力学。一系列
研究表明，在远超本文学生—教师设定的广泛情形下，完整梯度下降动力学事实上会收敛到这些
初始化条件所蕴含的低秩结构（Arora 等，2018；Du 等，2018；Ji 与 Telgarsky，2019）。我们的结
果表明，一旦受到吸引而进入这个低秩解，泛化动力学就会呈现出一种特别简单的形式，揭示其
与浅层情形的联系。

在约化动力学中，所有模态都通过全局标量 𝑢(𝑡) 耦合在一起。比较式（31）和式（8）可见，
这个标量乘在浅层动力学之前，因此在训练初期，当 𝑧 与 𝑢 都很小时，会产生一种特征性的减速

（见图 6C–D 中的初始平台）。这一行为是深度动力学在所有权重均为零的鞍点附近初始化时的标
志性特征；训练误差动力学中也发现了这种行为（Goodfellow、Vinyals 与 Saxe，2015；Saxe 等，
2014）。值得注意的是，在约化中，深度的全部影响都被压缩到标量 𝑢 中，由它设定所有模态共同
的全局动力学速率。除此之外，每个模态的动力学都与浅层情形类似，主要受相应特征值 𝜆𝑖 的大
小驱动，较小特征值对应的模态学得较晚。这意味着，最优停止在深度网络中仍应有效，且结果
与浅层情形相近。与浅层情形一样，特征值为零的模态不会发生进展，从而形成一个不发生任何
学习的冻结子空间。因此，在数据有限的情形下，较大的初始权重范数同样会损害深层线性网络
的泛化表现。

因此，对于产生标量输出的深层线性网络，我们的约化预测：它们的早停误差以及对权重初
始化的敏感性，在定性上都与相应浅层网络相似。不过，深度在训练速度与泛化性能之间引入了
潜在矛盾：小初始权重会显著减慢深度网络的学习，而大初始权重又可能损害高维情形下的泛化。
这或许是完整非线性网络中某些观察结果的原因：某些初始化方法收敛很快，但泛化性能较差（例
如 Mishkin 与 Matas，2016）。
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Fig. 7. Learning from a nonlinear teacher. (A) The teacher network (Nt ReLUs). (B) The student network (Nh ReLUs, but only the output weights are trained).
(C) Effect of model complexity. Optimal early stopping errors as a function of number of hidden units Nh for the case SNR = 1, INR = 0,Ni = 15,Nt = 30 and
P = 300 training samples. Shaded regions show ±1 standard error of the mean over 50 random seeds. (D) Overtraining peaks at an intermediate level of complexity
near the number of training samples: when the number of free parameters in the student network equals the number of samples (300). (E) The eigenspectrum of
the hidden layer of a random non-linear neural network with P = 1000 samples and an Ni = 100 dimensional input space. We consider three cases and find a
similar eigenvalue density to a rescaled Marchenko–Pastur distribution when we concentrate only on the small eigenvalues and ignore a secondary cluster of Ni
eigenvalues farther from the origin. Left: Fewer hidden nodes than samples (Nh = 500 hidden units) leads to a gap near the origin and no zero eigenvalues. Center:
An equal number of hidden nodes and samples (Nh = 1000) leads to no gap near the origin so that eigenvalues become more probable as we approach the origin.
Right: More hidden nodes than samples (Nh = 2000) leads to a delta function spike of probability 0.5 at the origin with a gap to the next eigenvalue. (F) Average
training dynamics for several models illustrating overtraining at intermediate levels of complexity. (For interpretation of the references to color in this figure legend,
the reader is referred to the web version of this article.)

student, given the complexity of the problem and the number of
training samples available?

We begin by simulating the dynamics in a student–teacher
scenario (Engel & Van Den Broeck, 2001; Saad & Solla, 1995;
Seung et al., 1992; Watkin et al., 1993; Wei & Amari, 2008; Wei,
Zhang, Cousseau, Ozeki, & Amari, 2008), as depicted in Fig. 7A-
B. The teacher is now a single hidden layer neural network with
rectified linear unit (ReLU) activation functions and Nt hidden
neurons. We draw the parameters of this network randomly. To
account for the compression in variance of the ReLU nonlinearity,
we scale the variance of the input-to-hidden weights by a factor√
2 (He et al., 2016; Saxe et al., 2014). We generate a dataset

as before by drawing P random Gaussian inputs, obtaining the
teacher’s output y, and adding noise. The student network, itself
a single hidden layer ReLU network with Nh hidden units, is then
trained to minimize the MSE on this dataset. The procedure is
to train only the second layer weights of the student network,
leaving the first layer weights randomly drawn from the same
distribution as the teacher. This setting most closely recreates
the setting of the shallow linear case, as only the hidden-to-
output weights of the student change during learning. Due to
the nonlinearity, analytical results are challenging so we instead
investigate the dynamics through simulations. For the simula-
tions in Fig. 7, we fixed the teacher parameters to SNR = 1,
Nt = 30 and Ni = 15 and the number of training samples to
P = 300, and then trained student models at a set of hidden
layer sizes Nh = [1, . . . , 16 326] ranging from 300× smaller than
the number of samples to 54× larger. We average results at each
size over 50 random seeds. Fig. 7C-D shows average errors as a
function of the number of neurons in the student. Additionally,
while we can only estimate the generalization error through cross
validation in the setting without a teacher network, we find that
the qualitative trends observed in the teacher–student framework
hold when we instead use the MNIST dataset in Fig. 8.

Our goal is to understand whether the qualitative patterns
of overtraining obtained from the linear analysis hold for this
nonlinear case, and we find the following empirical observations:

Overtraining occurs at intermediate model complexity. There is
a peak in overtraining near where the number of samples in the
dataset equals the number of hidden units/free parameters, with
large models overtraining less than intermediate-sized models
(Fig. 7C-D). Hence qualitatively, the network behaves akin to the
linear case, with a peak in overtraining when the number of train-
able parameters is matched to the number of training samples.
To understand this behavior, we computed the eigenspectrum of
the hidden layer activity in Fig. 7E. Despite the nonlinearity, we
see qualitatively similar behavior to the linear case: the small
eigenvalues approximately follow the MarchenkoPastur distribu-
tion (c.f. Fig. 2). The asymptotic distribution of the eigenvalues of
this covariance matrix has been derived in Pennington andWorah
(2017), and a similar observation about the small eigenvalues
computed from the hidden layer was also used in a slightly
different context to study training error in Pennington and Bahri
(2017). We provide additional simulations in Fig. 14 showing
this overtraining peak for different SNRs, which demonstrate that
noisy data will amplify overtraining causing it to grow approxi-
mately proportionally to the inverse SNR as should be expected
from (13).

Larger models are better when early-stopped. Strikingly, we find
no evidence of overfitting: larger models are always better in
terms of their early stopping test error. Here the teacher network
has just 30 hidden neurons and the dataset consists of just 300
examples. Nevertheless, the best student model is the largest one
tested, containing 16326 hidden units, or 344× as many hidden
neurons as the teacher and 54× more neurons than training
samples. This benefit of large models requires early stopping
and initialization with small random weights, and hence reflects
regularization through limiting the norm of the solution (see
extended comments in Section 7). If instead training is continued
to much longer times (green curve Fig. 7C), the optimal model
size is smaller than the number of samples (≈ 60 hidden units),
consistent with standard intuitions about model complexity. We
note that in this setting, although the late test error does not
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图 7 向非线性教师学习。（A）教师网络（𝑁𝑡 个 ReLU）。（B）学生网络（𝑁ℎ 个 ReLU，但只训练输出权
重）。（C）模型复杂度的影响。在 SNR = 1、INR = 0、𝑁𝑖 = 15、𝑁𝑡 = 30、训练样本数 𝑃 = 300 的情形下，最优
早停误差随隐藏单元数 𝑁ℎ 的变化。阴影表示 50 个随机种子的均值上下 1 个标准误。（D）过度训练在接近
训练样本数的中等复杂度处达到峰值，即学生网络中的自由参数数目等于样本数（300）时。（E）随机非线
性神经网络隐藏层的特征值谱，样本数为 𝑃 = 1000，输入空间维数为 𝑁𝑖 = 100。我们考察三种情形；如果
只关注较小的特征值，忽略远离原点、含 𝑁𝑖 个特征值的次级簇，就会得到与重新缩放的 Marchenko–Pastur
分布相似的特征值密度。左：隐藏节点少于样本（𝑁ℎ = 500 个隐藏单元），原点附近存在间隙，且没有零特
征值。中：隐藏节点数与样本数相等（𝑁ℎ = 1000），原点附近没有间隙，因此越接近原点，特征值越可能
出现。右：隐藏节点多于样本（𝑁ℎ = 2000），在原点出现概率质量为 0.5 的狄拉克 𝛿 峰，并与下一个特征值
之间存在间隙。（F）若干模型的平均训练动力学，展示中等复杂度下的过度训练。关于本图图例中颜色的
解释，读者可参阅本文的网络版。

4 首层权重冻结的神经网络：泛化动力学与最优规模

在实际应用中，非线性激活至关重要，因为它们使网络能够表示复杂函数。本节通过引入一
个固定的随机第一层，并在隐藏层中使用非线性激活，探讨研究线性网络所得到的定性认识在多
大程度上能够迁移到非线性情形。非线性带来了模型复杂度这一关键问题：给定问题的复杂度和
可用训练样本的数量，学生网络是否存在一个最优规模？

我们首先在学生—教师场景下模拟动力学（Engel 与 Van Den Broeck，2001；Saad 与 Solla，
1995；Seung 等，1992；Watkin 等，1993；Wei 与 Amari，2008；Wei、Zhang、Cousseau、Ozeki 与
Amari，2008），如图 7A–B 所示。此时的教师是一个采用修正线性单元（ReLU）激活函数、具有
𝑁𝑡 个隐藏神经元的单隐藏层神经网络。我们随机抽取该网络的参数。为计及 ReLU 非线性对方差
的压缩，我们将输入层到隐藏层权重的方差乘以

√
2（He 等，2016；Saxe 等，2014）。与前面一

样，我们抽取 𝑃 个随机高斯输入，获得教师输出 𝑦，再加入噪声，生成一个数据集。学生网络本
身也是一个单隐藏层 ReLU 网络，具有 𝑁ℎ 个隐藏单元，随后在该数据集上训练，以最小化均方误
差。具体过程是：只训练学生网络的第二层权重，而第一层权重则保持为从与教师相同的分布中
随机抽取的值。这个设定最接近浅层线性情形，因为学习过程中只有学生网络从隐藏层到输出层
的权重发生变化。由于非线性使解析结果难以获得，我们转而通过模拟研究动力学。在图 7 的模
拟中，我们将教师参数固定为 SNR = 1、𝑁𝑡 = 30 和 𝑁𝑖 = 15，训练样本数固定为 𝑃 = 300，然后
在一组隐藏层规模 𝑁ℎ = [1, . . . , 16 326] 上训练学生模型，其规模从样本数的 1/300 到样本数的 54
倍不等。每个规模下的结果均对 50 个随机种子取平均。图 7C–D 展示了平均误差随学生神经元数
量的变化。此外，在没有教师网络的设定中，虽然只能通过交叉验证估计泛化误差，但当我们改
用 MNIST 数据集时，仍发现了教师—学生框架下观察到的定性趋势（图 8）。
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Fig. 8. Training directly on data: two layer ReLU network trained on binary MNIST classification of 7s vs. 9s with 1024 training samples. First layer weights of
student are random and fixed. The less pronounced peak is likely due to computational restrictions which limited training time and maximum model size (see text).

diverge to infinity in large models, it is nevertheless better for
smaller models, which may appear to conflict with observations
in other recent work (Belkin, Hsu, Ma et al., 2019). As we discuss
in Section 6, whether an overparametrized model will general-
ize better than smaller models in our setting depends on the
signal-to-noise ratio of the dataset.

Mathematical decomposition of generalization error

To gain insight into this more complex nonlinear case, we
derive a decomposition of the test error into several interpretable
components. In the setting of a frozen first layer and trained
second layer, the generalization error can be decomposed into
three parts: an approximation error, an over-fitting error, and a
null-space error. This decomposition helps to explain how varying
the number of parameters in a network can improve gener-
alization performance when the number of examples is held
fixed. It also provides one interpretation of how the student–
teacher framework might apply to more realistic settings where
the model is not in the same class as the data. In essence, the
best possible neural network acts as an effective teacher, with
the label noise capturing the remainder of the transformation
that the neural network cannot represent. That is, we find that
approximation error behaves very similarly to an external noise
from the perspective of the neural network in estimating over-
training error. This implies that even in settings when there is no
label noise in the problem, there may be an effective noise based
on the student network architecture.

We can write a two layer neural network in the form:

ŷa(x) =

Nh∑
i=1

waiφi(x). (32)

In general φi is the mapping from the input to a hidden represen-
tation and can be nonlinear. Here x ∈ RNi , y ∈ RNo , and φi : RNi →

R. We leave the specific choice of φi general, but in a typical two
layer network it would have the form: φi(x) = σ

(∑
j Jijxj

)
, where

the matrix J represents fixed input to hidden layer weights.
We then train the network using a set of input–output data

(xµ, yµ) for µ = 1, . . . , P generated from some process which
can be deterministic or stochastic. Assuming a MSE loss function
the training error has the form:

Et =
1
2

∑
a,µ

(
yµ
a −

Nh∑
i=1

waiφi(xµ)

)2

. (33)

We define the hidden layer activity matrix Φiµ = φi(xµ) and the
output matrix Yaµ = yµ

a .
Assuming initial output weights of zero, the weights that will

be learned at late time by the network ŵ are:

ŵ = R̂Ĉ†, (34)

where we define:

R̂ = YΦT , Ĉ = ΦΦT . (35)

The network weights which minimize the generalization error for
the given architecture are simply:

w∗
= RC†, (36)

where Cij =
⟨
φi(x)φj(x)

⟩
x, and Rai = ⟨ ya(x)φi(x) ⟩x.

However, when training on finite data, the student network
weights only grow in directions in which the hidden layer co-
variance is not null, so it is useful to define w∗

∥
to be the weights

which minimize generalization error subject to the constraint
of being zero in the null space of the empirical hidden layer
covariance. If we define the projection onto the space in which
the data lies in the hidden layer as P∥ = (ΦΦT )(ΦΦT )†, then we
can show that:

w∗

∥
= RC†P∥, (37)

so that the best possible weights restricted to the subspace paral-
lel to the data are simply the projection of w∗ onto this subspace.

We find one can decompose the generalization error into three
terms to explain the behavior of late stopping generalization error
as:

E late
g = EΦT (ΦΦT )† C (ΦΦT )† ΦET

+ Tr
[
RC†P⊥CPT

⊥
C†RT ]

+
⟨
ϵ(x)2

⟩
x , (38)

where we refer to the first term as the overfitting error Eoverfit
g , the

second term as the null-space error Enull
g , and the third term as the

approximation error Eapprox
g , and we define an approximation noise

matrix:

Eiµ = Yiµ −

∑
j

w∗

ijΦjµ. (39)

The approximation error
⟨
ϵ(x)2

⟩
x is defined as the minimal

generalization error that can be achieved given a particular net-
work architecture, by optimizing over the weights. If the network
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图 8 直接在数据上训练：使用 1024 个训练样本，在 MNIST 数字 7 与 9 的二分类任务上训练的两层 ReLU
网络。学生网络的第一层权重随机且固定。峰值较不明显，可能是因为计算资源限制了训练时间和最大模
型规模（见正文）。

我们的目标是理解：线性分析所得的过度训练定性模式，是否也适用于这一非线性情形。我
们得到以下经验观察。

过度训练发生在中等模型复杂度下。当数据集的样本数接近隐藏单元数／自由参数数目时，
过度训练出现峰值，大模型的过度训练程度低于中等规模模型（图 7C–D）。因此，网络在定性上
表现得类似于线性情形：当可训练参数数目与训练样本数匹配时，过度训练达到峰值。为理解这
一行为，我们计算了图 7E 中隐藏层活动的特征值谱。尽管存在非线性，我们仍看到了与线性情形
在定性上相似的行为：小特征值近似遵循 Marchenko–Pastur 分布（参见图 2）。Pennington 与 Worah

（2017）推导了这一协方差矩阵特征值的渐近分布；Pennington 与 Bahri（2017）也利用对隐藏层小
特征值的类似观察，在一个略有不同的背景下研究了训练误差。图 14 给出了不同信噪比下这一
过度训练峰值的进一步模拟，表明含噪数据会放大过度训练，使其近似正比于信噪比的倒数增大，
这正是式（13）所预示的结果。

采用早停时，更大的模型更好。令人瞩目的是，我们没有发现过拟合的证据：就早停时的测
试误差而言，更大的模型始终更好。这里的教师网络只有 30 个隐藏神经元，数据集也只有 300 个
样本。然而，表现最好的学生模型却是测试过的最大模型，包含 16 326 个隐藏单元，即教师隐藏
神经元数的 344 倍，训练样本数的 54 倍。大模型的这一优势要求采用早停和小随机权重初始化，
因此反映的是通过限制解的范数而实现的正则化（详见第 7 节的进一步讨论）。如果训练持续更
长时间（图 7C 中的绿色曲线），最优模型规模则小于样本数（约为 60 个隐藏单元），与关于模型
复杂度的通常直觉一致。我们注意到，在这一设定下，尽管大模型的后期测试误差不会发散到无
穷大，但小模型的表现仍然更好，这似乎与近期其他研究中的观察结果相冲突（Belkin、Hsu、Ma
等，2019）。正如第 6 节将讨论的，在我们的设定中，过参数化模型是否比小模型泛化得更好，取
决于数据集的信噪比。

译注 原文在此写为“344 倍”，与同时给出的隐藏单元数不一致：16 326/30 = 544.2。译文保留原文数
字以便对照；按给出的两个网络规模计算，应约为 544 倍。

泛化误差的数学分解 为深入理解这一更复杂的非线性情形，我们将测试误差分解为若干可解释
的部分。在第一层冻结、第二层可训练的设定下，泛化误差可分为三个部分：逼近误差、过拟合
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误差和零空间误差。这个分解有助于解释，在样本数固定时，改变网络参数数目为何能够改善泛
化性能。它也为学生—教师框架如何适用于更现实的场景提供了一种解释：在这些场景中，模型
与数据并不属于同一个类别。本质上，最佳可能的神经网络充当了一个有效教师，而标签噪声则
吸收了神经网络无法表示的那部分变换。也就是说，从神经网络估计过度训练误差的角度看，逼
近误差的行为与外部噪声十分相似。这意味着，即使问题中不存在标签噪声，也可能存在由学生
网络架构所决定的有效噪声。

我们可以将两层神经网络写成

𝑦̂𝑎 (𝑥) =
𝑁ℎ∑
𝑖=1

𝑤𝑎𝑖𝜙𝑖 (𝑥). (32)

一般而言，𝜙𝑖 是从输入到隐藏表示的映射，可以是非线性的。这里 𝑥 ∈ R𝑁𝑖、𝑦 ∈ R𝑁𝑜，且 𝜙𝑖 : R𝑁𝑖 →
R。我们不限定 𝜙𝑖 的具体选择，但在典型两层网络中，它会具有如下形式：𝜙𝑖 (𝑥) = 𝜎(∑ 𝑗 𝐽𝑖 𝑗𝑥 𝑗)，
其中矩阵 𝐽 表示固定的输入层到隐藏层权重。

随后，我们使用一组输入—输出数据 (𝑥𝜇, 𝑦𝜇)（𝜇 = 1, . . . , 𝑃）训练网络；这些数据由某个可以
是确定性或随机性的过程生成。假设采用均方误差损失函数，训练误差为

𝐸𝑡 =
1
2

∑
𝑎,𝜇

(
𝑦
𝜇
𝑎 −

𝑁ℎ∑
𝑖=1

𝑤𝑎𝑖𝜙𝑖 (𝑥𝜇)
)2

. (33)

我们定义隐藏层活动矩阵 Φ𝑖𝜇 = 𝜙𝑖 (𝑥𝜇)，以及输出矩阵 𝑌𝑎𝜇 = 𝑦
𝜇
𝑎。

假设输出权重初始为零，则网络在训练后期学得的权重 𝑤̂ 为

𝑤̂ = 𝑅̂𝐶̂†, (34)

其中我们定义
𝑅̂ = 𝑌Φ𝑇 , 𝐶̂ = ΦΦ𝑇 . (35)

对于给定架构，使泛化误差最小的网络权重为

𝑤∗ = 𝑅𝐶†, (36)

其中 𝐶𝑖 𝑗 = 〈𝜙𝑖 (𝑥)𝜙 𝑗 (𝑥)〉𝑥，𝑅𝑎𝑖 = 〈𝑦𝑎 (𝑥)𝜙𝑖 (𝑥)〉𝑥。
然而，在有限数据上训练时，学生网络的权重只会沿隐藏层协方差非零的方向增长。因此，定

义 𝑤∗
‖ 是有用的：它是在经验隐藏层协方差零空间内权重为零这一约束下，使泛化误差最小的权

重。如果把向隐藏层数据所在空间的投影定义为 𝑃‖ = (ΦΦ𝑇 )(ΦΦ𝑇 )†，则可以证明

𝑤∗
‖ = 𝑅𝐶†𝑃‖ , (37)

因此，限制在与数据平行的子空间内时，最佳可能权重就是 𝑤∗ 在该子空间上的投影。

译注 式（37）的普通正交投影表达在一般总体协方差下需要额外条件（例如 𝐶 与 𝑃‖ 对易）；原文
后续三项分解也依赖相应正交性。此处保留原式，附录 C 译注给出条件与受限最优解的精确表达。式

（38）、（42）的第一项在多输出时还应取迹。
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Fig. 9. Two layer network generalization error decomposition: Here we use data generated from a two layer teacher network with ReLU activations, 20 hidden units,
and no noise. The student network has fixed random first layer weights and ReLU activations. (A) Shows the approximation error in blue, the null-space error in
red, the over-fitting error in gold, and the sum of all three in cyan. Generalization error computed from 5000 new examples are black error bars. Plus sign denotes
generalization error with a two layer teacher with w∗

∥
weights and Gaussian noise with a variance matched to the sum of approximation and null-space error. The

number of examples used in training is P = 50 (dashed vertical line) and number of trails used to compute error bars is 500. (B) Shows the approximation error
(blue) and null space error (red) as well as the sum of the two (dashed black). (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is
referred to the web version of this article.)

is too small or simple relative to the rule being learned the
approximation error will be large.

The null-space error can be understood as additional approx-
imation error due to the fact that no learning can take place in
the null space of the hidden layer activity, and only occurs in this
setting when the number of hidden units exceeds the number of
examples.

Finally, the over-fitting error is the error due to the fact the
data set is finite and depends strongly on the ratio of number of
parameters to examples through the eigenvalue decomposition
of the empirical hidden covariance matrix. This over-fitting error
is highly non-monotonic and can lead to a massive peak in gen-
eralization error at the point where the number of examples and
free parameters matches. Derivation details on the decomposition
calculation may be found in Appendix C. The decomposition is
plotted in Fig. 9A and the sum is compared to the generalization
error.

Interestingly, if we replace the actual data with new data
generated from a model where noise is restricted to the data
subspace:

ỹµ
=

Nh∑
j=1

w∗

∥j
φj(xµ) + zµ

a , (40)

where zµ
a ∼ N

(
0,
⟨
ϵ∥(x)2

⟩)
, we find a good agreement with the

predictions of overfitting error and generalization from the linear
network calculations (see Fig. 9A ‘noisy Eg ’). Here the variance of
the effective noise is due to the approximation error restricted to
the data subspace:⟨
ϵ∥(x)2

⟩
= Tr

[
RC†P⊥CPT

⊥
C†RT ]

+
⟨
ϵ(x)2

⟩
x . (41)

This suggests that we can think of the approximation error as
label noise which decays as the architecture grows until the
number of parameters added exceeds the number of training
examples at which point the restricted approximation error stops
decreasing and begins to saturate (see Fig. 9B). Further general-
ization error improvement with wider networks in this context is
not due to the networks reduced restricted approximation error,
but to the eigenspectrum of the empirical co-variance, since the
gap between small and zero eigenvalues grows with increased

network width. Thus, the decomposition helps to explain how,
even without regularization or early stopping, large neural net-
works avoid over-fitting and can achieve better generalization
error when they have more parameters than examples.

With some additional modifications, it also helps one under-
stand the impact of initialization weights and true label noise on
the performance of non-linear networks of different sizes. Eq. (38)
gives the generalization error at late times starting with zero
initial weights. If instead initial weights w(0) are drawn iid with
zero mean and variance (σ 0

w)
2, then for large networks we can

average over this initialization to find:

E late
g = EΦT (ΦΦT )† C (ΦΦT )† ΦET

+ Tr
[
RC†P⊥CPT

⊥
C†RT ]

+
(
σ 0

w

)2
Tr
[
P⊥CPT

⊥

]
+
⟨
ϵ(x)2

⟩
x , (42)

where we can consider both the second and third terms part of
the null-space error because the initialization weights are frozen
during training, so that large initialization scales increase the
generalization error when Nh > P . In addition, i.i.d. label noise
will appear in the generalization error under the transformation⟨
ϵ(x)2

⟩
→
⟨
ϵ(x)2

⟩
+ σ 2

ϵ .
We demonstrate in Fig. 10 how label noise makes the shifts

in approximation error due to the network architecture less im-
portant so that the over-fitting error and hidden layer covariance
spectrum are more relevant in determining generalization error.
Thus, this setting is most similar to the single layer network
dynamics. We also demonstrate how initial weight scale can
impact performance in large over-parameterized networks more
than under-parameterized ones in Fig. 11. In this case, the null-
space error grows with the variance of initialization and causes
the generalization error to increase in the Nh > P setting.

5. Fully trained two-layer network

Next, we allowed both layers of the student network to train,
as is typically the case in practice. Fig. 12 shows that similar
dynamics are obtained in this setting. Overtraining is transient
and peaked at intermediate levels of complexity, roughly where
the number of free parameters (Ni · Nh + Nh) equal the number
of examples P . This is the point at which training error hits
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图 9 两层网络的泛化误差分解。这里使用由两层教师网络生成的数据，教师采用 ReLU 激活，有 20 个隐
藏单元，不含噪声。学生网络的第一层权重随机且固定，同样采用 ReLU 激活。（A）蓝色为逼近误差，红
色为零空间误差，金色为过拟合误差，青色为三者之和。黑色误差条表示使用 5000 个新样本计算的泛化误
差。加号表示以 𝑤∗

‖ 为权重的两层教师、并加入高斯噪声时的泛化误差；该噪声的方差与逼近误差和零空间
误差之和相匹配。训练样本数为 𝑃 = 50（竖直虚线），误差条由 500 次试验计算。（B）逼近误差（蓝色）、
零空间误差（红色）以及两者之和（黑色虚线）。关于本图图例中颜色的解释，读者可参阅本文的网络版。

我们发现，可将泛化误差分解为三项，以解释较晚停止训练时的泛化误差行为：

𝐸 late
𝑔 = EΦ𝑇 (ΦΦ𝑇 )†𝐶 (ΦΦ𝑇 )†ΦE𝑇

+ Tr
[
𝑅𝐶†𝑃⊥𝐶𝑃𝑇

⊥𝐶
†𝑅𝑇

]
+ 〈𝜖 (𝑥)2〉𝑥 ,

(38)

其中，第一项称为过拟合误差 𝐸overfit
𝑔 ，第二项称为零空间误差 𝐸null

𝑔 ，第三项称为逼近误差 𝐸
approx
𝑔 。

我们定义逼近噪声矩阵
E𝑖𝜇 = 𝑌𝑖𝜇 −

∑
𝑗

𝑤∗
𝑖 𝑗Φ 𝑗𝜇 . (39)

逼近误差 〈𝜖 (𝑥)2〉𝑥 定义为：给定某一网络架构，通过优化权重能够达到的最小泛化误差。如
果相对于待学习的规则，网络过小或过于简单，逼近误差就会很大。

零空间误差可以理解为一种额外的逼近误差，其原因是在隐藏层活动的零空间中无法发生学
习。在本设定中，只有当隐藏单元数超过样本数时，才会出现这种误差。

最后，过拟合误差是由数据集有限这一事实产生的误差；通过经验隐藏层协方差矩阵的特征
值分解，它强烈依赖于参数数目与样本数的比值。这一过拟合误差具有很强的非单调性，并可能
在样本数与自由参数数目相等的位置，引起泛化误差的巨大峰值。分解计算的详细推导见附录 C。
图 9A 绘出了这一分解，并将三项之和与泛化误差作比较。

有趣的是，如果将实际数据替换为一个噪声限制在数据子空间内的模型所生成的新数据，

𝑦̃𝜇 =
𝑁ℎ∑
𝑗=1

𝑤∗
‖ 𝑗𝜙 𝑗 (𝑥𝜇) + 𝑧

𝜇
𝑎 , (40)

其中 𝑧
𝜇
𝑎 ∼ N(0, 〈𝜖 ‖ (𝑥)2〉)，我们会发现，其结果与线性网络计算对过拟合误差及泛化误差的预测十
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Fig. 10. Impact of label noise on performance of wide networks: We plot the generalization error decomposition as in Fig. 9 for (A) an under-parameterized Nh = 10
and (B) an over-parameterized Nh = 200 network. Because output noise is added to both networks, approximation of the function is difficult even for the larger
network because the function it is learning is not deterministic. However, the fitting error is larger in the larger network due to the eigenvalue spectrum of the
hidden layer covariance. This is in contrast to our finding that larger networks perform better in the deterministic, low noise setting depicted in Fig. 9. Other
parameters: P = 50, Nt = 20, σ 0

w = 0, σw̄ = 1.

Fig. 11. Impact of initialization on performance of wide networks. We plot the generalization error decomposition as in Fig. 9 for (A) an under-parameterized Nh = 10
and (B) an over-parameterized Nh = 200 network. We demonstrate that large initializations have a detrimental impact on generalization performance in wide neural
networks which are over-parameterized and not on smaller networks. This effect is due to the frozen subspace observed when training with fewer examples than
free parameters, and again is in contrast to our finding that larger networks perform better in the low initialization setting depicted in Fig. 9. Other parameters:
P = 50, Nt = 20, σϵ = 0, σw̄ = 1.

zero at long training times (red curve, Fig. 12A), consistent with
recent results on the error landscape of ReLU networks (Soudry
& Hoffer, 2017; Spigler et al., 2018). Regarding model complex-
ity, again we find that massive models relative to the size of
the teacher and the number of samples are in fact optimal, if
training is terminated correctly and the initial weights are small.
In particular, good performance is obtained by a student with
34,430 hidden neurons, or 1147× the number of teacher neurons
and 115× the number of examples. In contrast, without early
stopping, the long-time test error has a unique minimum at a
small model complexity of ≈ 5 hidden neurons in this instance.
Hence as before, early stopping enables successful generalization
in very large models, and the qualitative behavior is analogous to
the linear case. We caution that the linear analysis can only be
expected to hold approximately. As one example of an apparent
difference in behavior, we note that the test error curve when the

number of parameters equals the number of samples (Fig. 12C
middle) diverges to infinity in the linear and fix hidden weights
cases (see Fig. 2B middle and Fig. 7F middle), while it appears
to asymptote in the two-layer trained case (see Fig. 12C middle).
Nevertheless, this asymptote is much larger at the predicted peak
(when the number of free parameters and samples are equal)
than at other network sizes.

5.1. Real-world datasets: MNIST

Finally, to investigate the degree to which our findings ex-
tend to real world datasets, we trained nonlinear networks on
a binary digit recognition task using the MNIST dataset (LeCun,
Cortes, & Burges, 1998). We trained networks to discriminate
between P = 1024 images of 7s and 9s, following the setting of
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图 10 标签噪声对宽网络性能的影响。与图 9 一样，绘制泛化误差分解：（A）欠参数化网络 𝑁ℎ = 10；（B）
过参数化网络 𝑁ℎ = 200。由于两个网络都加入了输出噪声，即使较大的网络也难以逼近该函数，因为它学
习的函数不是确定性的。不过，由于隐藏层协方差的特征值谱，较大网络中的拟合误差更大。这与图 9 所
示确定性、低噪声设定下更大网络表现更好的发现不同。其余参数：𝑃 = 50，𝑁𝑡 = 20，𝜎0

𝑤 = 0，𝜎𝑤̄ = 1。

分吻合（见图 9A 中的“noisy 𝐸𝑔”）。这里，有效噪声的方差来自限制在数据子空间内的逼近误差：

〈𝜖 ‖ (𝑥)2〉 = Tr
[
𝑅𝐶†𝑃⊥𝐶𝑃𝑇

⊥𝐶
†𝑅𝑇

]
+ 〈𝜖 (𝑥)2〉𝑥 . (41)

这说明，我们可以将逼近误差视为标签噪声：随着架构增大，它逐渐衰减；直到增加后的参数数
目超过训练样本数，受约束的逼近误差才停止下降并开始趋于饱和（见图 9B）。在这种情形下，更
宽网络带来的进一步泛化误差改善，并非源于其受约束逼近误差的降低，而是源于经验协方差的
特征值谱，因为小特征值与零特征值之间的间隙会随网络宽度增大而扩大。因此，这一分解有助
于解释：即使没有正则化或早停，大型神经网络也能够避免过拟合，并在参数多于样本时取得更
好的泛化误差。

作一些进一步的修改后，它也有助于理解初始权重和真实标签噪声如何影响不同规模非线性
网络的性能。式（38）给出了从零初始权重出发、训练到后期时的泛化误差。如果初始权重 𝑤(0)
改为独立同分布地抽取，均值为零、方差为 (𝜎0

𝑤)2，那么对大网络，我们可以对初始化取平均，得
到

𝐸 late
𝑔 = EΦ𝑇 (ΦΦ𝑇 )†𝐶 (ΦΦ𝑇 )†ΦE𝑇

+ Tr
[
𝑅𝐶†𝑃⊥𝐶𝑃𝑇

⊥𝐶
†𝑅𝑇

]
+ (𝜎0

𝑤)2 Tr
[
𝑃⊥𝐶𝑃𝑇

⊥
]
+ 〈𝜖 (𝑥)2〉𝑥 ,

(42)

此时，第二项与第三项都可以视为零空间误差的一部分，因为训练过程中这些方向的初始权重保
持冻结，所以当 𝑁ℎ > 𝑃 时，较大的初始化尺度会增大泛化误差。此外，独立同分布的标签噪声通
过替换 〈𝜖 (𝑥)2〉 → 〈𝜖 (𝑥)2〉 + 𝜎2

𝜖 进入泛化误差。

图 10 展示了标签噪声如何削弱网络架构引起的逼近误差差异的重要性，从而使过拟合误差
和隐藏层协方差谱对泛化误差的决定作用更突出。因此，这一设定最接近单层网络动力学。图 11
还展示了，相较于欠参数化网络，初始权重尺度如何对大型过参数化网络的性能产生更大的影响。
在这种情形下，零空间误差随初始化方差增大而增长，从而使 𝑁ℎ > 𝑃 时的泛化误差增大。
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Fig. 10. Impact of label noise on performance of wide networks: We plot the generalization error decomposition as in Fig. 9 for (A) an under-parameterized Nh = 10
and (B) an over-parameterized Nh = 200 network. Because output noise is added to both networks, approximation of the function is difficult even for the larger
network because the function it is learning is not deterministic. However, the fitting error is larger in the larger network due to the eigenvalue spectrum of the
hidden layer covariance. This is in contrast to our finding that larger networks perform better in the deterministic, low noise setting depicted in Fig. 9. Other
parameters: P = 50, Nt = 20, σ 0

w = 0, σw̄ = 1.

Fig. 11. Impact of initialization on performance of wide networks. We plot the generalization error decomposition as in Fig. 9 for (A) an under-parameterized Nh = 10
and (B) an over-parameterized Nh = 200 network. We demonstrate that large initializations have a detrimental impact on generalization performance in wide neural
networks which are over-parameterized and not on smaller networks. This effect is due to the frozen subspace observed when training with fewer examples than
free parameters, and again is in contrast to our finding that larger networks perform better in the low initialization setting depicted in Fig. 9. Other parameters:
P = 50, Nt = 20, σϵ = 0, σw̄ = 1.

zero at long training times (red curve, Fig. 12A), consistent with
recent results on the error landscape of ReLU networks (Soudry
& Hoffer, 2017; Spigler et al., 2018). Regarding model complex-
ity, again we find that massive models relative to the size of
the teacher and the number of samples are in fact optimal, if
training is terminated correctly and the initial weights are small.
In particular, good performance is obtained by a student with
34,430 hidden neurons, or 1147× the number of teacher neurons
and 115× the number of examples. In contrast, without early
stopping, the long-time test error has a unique minimum at a
small model complexity of ≈ 5 hidden neurons in this instance.
Hence as before, early stopping enables successful generalization
in very large models, and the qualitative behavior is analogous to
the linear case. We caution that the linear analysis can only be
expected to hold approximately. As one example of an apparent
difference in behavior, we note that the test error curve when the

number of parameters equals the number of samples (Fig. 12C
middle) diverges to infinity in the linear and fix hidden weights
cases (see Fig. 2B middle and Fig. 7F middle), while it appears
to asymptote in the two-layer trained case (see Fig. 12C middle).
Nevertheless, this asymptote is much larger at the predicted peak
(when the number of free parameters and samples are equal)
than at other network sizes.

5.1. Real-world datasets: MNIST

Finally, to investigate the degree to which our findings ex-
tend to real world datasets, we trained nonlinear networks on
a binary digit recognition task using the MNIST dataset (LeCun,
Cortes, & Burges, 1998). We trained networks to discriminate
between P = 1024 images of 7s and 9s, following the setting of
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图 11 初始化对宽网络性能的影响。与图 9 一样，绘制泛化误差分解：（A）欠参数化网络 𝑁ℎ = 10；（B）
过参数化网络 𝑁ℎ = 200。结果表明，大尺度初始化会损害过参数化宽神经网络的泛化性能，而不会对较小
网络产生这一影响。这一效应来自训练样本少于自由参数时观察到的冻结子空间，也再次不同于图 9 所示
小尺度初始化设定下更大网络表现更好的发现。其余参数：𝑃 = 50，𝑁𝑡 = 20，𝜎𝜖 = 0，𝜎𝑤̄ = 1。

5 两层均训练的网络

接下来，我们允许学生网络的两层都参与训练，正如实践中通常所做的那样。图 12 表明，这
一设定下也会出现相似的动力学。过度训练是暂态现象，并在中等复杂度处达到峰值，大致对应
自由参数数目 (𝑁𝑖 · 𝑁ℎ + 𝑁ℎ) 等于样本数 𝑃 的位置。长期训练时，训练误差正是在这一点达到零

（图 12A 中的红色曲线），这与近期关于 ReLU 网络误差景观的结果一致（Soudry 与 Hoffer，2017；
Spigler 等，2018）。关于模型复杂度，我们再次发现，只要正确终止训练并使用小初始权重，相
对于教师规模和样本数而言极其庞大的模型实际上是最优的。具体来说，一个具有 34 430 个隐藏
神经元的学生取得了良好表现；它的神经元数为教师的 1147 倍、样本数的 115 倍。相反，如果不
采用早停，本例的长期测试误差在很小的模型复杂度——约 5 个隐藏神经元——处有唯一的最小
值。因此，与前面一样，早停使超大模型能够成功泛化，其定性行为与线性情形类似。需要谨慎
的是，我们只能期望线性分析近似成立。作为一个明显行为差异的例子，我们注意到，当参数数
目等于样本数时，测试误差曲线（图 12C 中图）在线性情形和隐藏权重固定的情形下会发散到无
穷大（分别见图 2B 中图和图 7F 中图），而在两层均训练的情形下似乎趋向一个有限渐近值（见
图 12C 中图）。尽管如此，在预测的峰值处（自由参数数目与样本数相等时），这一渐近值仍远大
于其他网络规模下的值。

5.1 真实数据集：MNIST

最后，为考察我们的发现能在多大程度上推广到真实数据集，我们使用 MNIST 数据集，在一
个数字二分类识别任务上训练非线性网络（LeCun、Cortes 与 Burges，1998）。遵循 Louart、Liao
与 Couillet（2017）的设定，我们训练网络区分 𝑃 = 1024 张数字 7 与 9 的图像。每个输入是一幅
28× 28 像素的灰度图像，展平为长度 𝑁𝑖 = 784 的向量。输入通过除以 255 缩放到 0 与 1 之间，并
将每个分量平移，使其在训练数据集上的均值为零。目标输出根据输入类别取 ±1，损失函数仍然
是训练数据集上的均方误差。我们用批量梯度下降训练单隐藏层模型，分别考察固定第一层和两
层均训练两种情况。图 13 展示了不同模型规模下，以及采用不同早停时刻时得到的训练误差和测
试误差。所有定性特征似乎再次成立：当有效参数数目与样本数匹配时，过度训练达到峰值；更
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Fig. 12. Training both layers of nonlinear student. These simulations are of the same setting as that of Fig. 7, but with both layers of the student network trained.
The number of hidden units for which the total number of free parameters is equal to the number of samples (Nh + NiNh = P) is marked with a dashed line and
aligns well with the peak in overtraining observed. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of
this article.)

Fig. 13. Two layer network trained (without frozen weights) on binary MNIST classification of 7s vs. 9s with 1024 training samples. The qualitative trends identified
earlier hold: over-training is a transient phenomenon at intermediate levels of complexity, and large models work well: no over-fitting is observed given optimal
early stopping. Note that the over-training is less distinct than before primarily because these experiments were run for only 5000 epochs as opposed to tens of
thousands of epochs as in Figs. 7 and 12, due to computational constraints.

Louart, Liao, and Couillet (2017). Each input consists of a 28 × 28-
pixel gray-scale image, flattened into a vector of length Ni = 784.
Inputs were scaled to lie between 0 and 1 by dividing by 255 and
each element was shifted to have zero mean across the training
dataset. The target output was ± 1 depending on the class of the
input, and the loss function remained the mean squared error
on the training dataset. We train models using batch gradient
descent with a single hidden layer for a fixed first layer and
with both layers trained. Fig. 13 shows the resulting train and
test errors for different model sizes and as a function of early

stopping. Again, all qualitative features appear to hold: overtrain-
ing peaks when the number of effective parameters matches the
number of samples, and larger models perform better overall.
We note that in these experiments, due to computational re-
strictions, training was continued for only 5000 epochs of batch
gradient descent (c.f. 75−150k epochs for the other experiments
reported in this paper), yielding less pronounced overtraining
peaks; and the maximum model size was 1740, making the peak
in overtraining less identifiable, particularly for the fixed first
layer case. There is additionally no evidence of overfitting, as
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图 12 训练非线性学生网络的两层。这些模拟采用与图 7 相同的设定，但学生网络的两层都参与训练。自
由参数总数等于样本数（𝑁ℎ + 𝑁𝑖𝑁ℎ = 𝑃）时的隐藏单元数用虚线标出，与观察到的过度训练峰值很好地对
应。关于本图图例中颜色的解释，读者可参阅本文的网络版。
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图 13 使用 1024 个训练样本，在 MNIST 数字 7 与 9 的二分类任务上训练两层网络（没有冻结权重）。前面
识别出的定性趋势仍然成立：过度训练是在中等复杂度下出现的暂态现象，大模型表现良好；在最优早停
下没有观察到过拟合。注意，过度训练不如之前明显，主要是因为计算资源限制使这些实验仅运行了 5000
轮，而图 7 和图 12 中的实验运行了数万轮。

大的模型总体上表现更好。需要指出的是，受计算资源限制，这些实验仅进行了 5000 轮批量梯度
下降（相比之下，本文其他实验进行了 7.5 万至 15 万轮），因此过度训练峰值较不明显；最大模
型规模也只有 1740，使得过度训练峰值较难辨认，尤其是在第一层固定的情形中。此外，没有出
现过拟合的证据，因为最大的模型优于较小模型。总体而言，这些定性发现与学生—教师范式中
的结果相当一致，说明我们的分析揭示了通过梯度训练的神经网络中，泛化动力学的一般行为。
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Fig. 14. Memorization, generalization, and SNR. Nonlinear ReLU networks with fixed first layer (same setting as Fig. 7) are trained on target labels of varying SNR.
(A-B) Nearly random target labels (SNR = 0.01). In the high dimensional regime in which the model size outstrips the number of examples (here Nh > 300, indicated
by vertical dotted line), all networks easily attain zero training error when trained long enough, thereby showing the ability to memorize an arbitrary dataset. (C-D)
These exact same model sizes, however, generalize well when applied to data with nearly noise-free labels (SNR = 10). In fact in the low noise regime, even early
stopping becomes unnecessary for large enough model sizes. The dynamics of gradient descent naturally protect generalization performance provided the network
is initialized with small weights, because directions with no information have no dynamics. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the
reader is referred to the web version of this article.)

the largest models outperformed smaller models. Overall, the
qualitative findings accord well with those from the student–
teacher paradigms, suggesting that our analysis accesses general
behavior of generalization dynamics in gradient-trained neural
networks.

6. Double descent, interpolation, memorization, and general-
ization

In the interpolation regime where training error can be driven
to zero, influential work by Belkin, Hsu, Ma et al. (2019) and
Belkin, Hsu and Xu (2019) has shown that very large models can
achieve better test error than smaller models. We find similar
behavior in our Fig. 9, for a setting with little label noise. How-
ever, it is important to note that larger models do not always
perform better after extensive training in our setting. Fig. 14
shows test error as a function of model size for two SNR levels.
While we generically observe a double descent curve in which
late test error is non-monotonic in hidden layer size (Belkin, Hsu,
Ma et al., 2019), whether a smaller or larger model will achieve
lower test error depends on the SNR. In the high label noise
regime (Fig. 14A-B), smaller models perform better; while in the
low noise regime (Fig. 14C-D), overparametrized models perform
better. To understand the source of this difference, we turn to the
error decomposition shown in Fig. 10: as noise increases, approx-
imation error increases in small and large models because there

is no way to exactly implement the non-deterministic teacher.
However, the larger network has a larger error contribution from
the error-fitting term, as shown in Fig. 10B (gold). Hence in the
high noise regime, overparametrized models do not generalize as
well as smaller models after extensive training.

To generalize well, a model must identify the underlying rule
behind a dataset rather than simply memorizing each training
example in its particulars. An empirical approach to test for
memorization is to see if a deep neural network can fit a train-
ing set with randomly scrambled labels rather than the true
labels (Zhang et al., 2017). If a network can fit arbitrary random
labels, it would seem to be able to memorize any arbitrary train-
ing dataset, and therefore, have excessive capacity and poor gen-
eralization performance. This approach has been taken by Zhang
et al. (2017), and extended by Arpit et al. (2017). Their main
empirical findings conflict with this intuitive story: while large
deep networks do readily achieve zero training error on a dataset
that has been randomly labeled, they nevertheless generalize well
when trained on the true labels, even without any regularization
or early stopping. Our results provide a straightforward expla-
nation of these phenomena in terms of the signal-to-noise ratio
of the dataset and the high dimensional dynamics of gradient
descent.

In our student–teacher setting, a randomly-labeled training set
corresponds to a situation where there is no rule linking input to
output, and is realized in the regime where SNR → 0. As shown

441

图 14 记忆、泛化与信噪比。使用不同信噪比的目标标签训练第一层固定的非线性 ReLU 网络（设定与图 7
相同）。（A–B）近乎随机的目标标签（SNR = 0.01）。在模型规模超过样本数的高维区域（此处为 𝑁ℎ > 300，
以竖直点线标出），只要训练时间足够长，所有网络都能轻易达到零训练误差，因而表现出记忆任意数据集
的能力。（C–D）然而，将这些规模完全相同的模型用于标签近乎无噪声的数据（SNR = 10）时，它们又能
很好地泛化。事实上，在低噪声区域，模型规模足够大时，甚至连早停也不再必要。只要网络以小权重初
始化，梯度下降动力学就会自然地保护泛化性能，因为不含信息的方向上不存在动力学变化。（有关本图题
中颜色指代的解释，请参阅本文的网络版。）

6 双下降、插值、记忆与泛化

在训练误差可以降至零的插值区域，Belkin, Hsu, Ma 等（2019）以及 Belkin, Hsu 和 Xu（2019）
的重要工作表明，规模很大的模型可以获得比小模型更低的测试误差。对于标签噪声很小的情形，
我们在图 9 中也发现了类似行为。不过，需要指出，在本文的设定下，大模型经过充分训练后并
不总是表现得更好。图 14 展示了两种信噪比水平下测试误差随模型规模的变化。尽管我们普遍观
察到双下降曲线，即训练后期的测试误差随隐层规模呈非单调变化（Belkin, Hsu, Ma 等，2019），
但究竟是较小还是较大的模型能够获得更低的测试误差，取决于信噪比。在标签噪声较大的区域

（图 14A–B），小模型表现更好；而在噪声较小的区域（图 14C–D），过参数化模型表现更好。为理
解这一差异的来源，我们考察图 10 所示的误差分解：随着噪声增大，小模型和大模型的逼近误差
都会增大，因为无论采用何种方式，都无法精确实现一个非确定性的教师。然而，大网络的误差
拟合项对总误差的贡献更大，如图 10B 中的金色部分所示。因此，在高噪声区域，经过充分训练
后，过参数化模型的泛化表现不如较小的模型。

为了获得良好的泛化性能，模型必须识别数据集背后的规则，而不能只记住每个训练样本的
具体细节。检验记忆能力的一种经验方法，是考察深度神经网络能否拟合一个将真实标签随机打
乱后的训练集（Zhang 等，2017）。如果网络能够拟合任意随机标签，它似乎就能记忆任意训练
数据集，因而会具有过大的容量和较差的泛化性能。Zhang 等（2017）采用了这一方法，Arpit 等
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（2017）又对此进行了扩展。他们的主要经验发现却与这一朴素解释相冲突：虽然大型深度网络确
实很容易在随机标记的数据集上达到零训练误差，但在真实标签上训练时，即使不采用任何正则
化或早停，它们依然能够很好地泛化。我们的结果从数据集的信噪比和梯度下降的高维动力学出
发，为这些现象给出了一种直接的解释。

在我们的学生–教师设定中，随机标记的训练集对应于输入和输出之间不存在关联规则的情
形，可由 SNR → 0 的区域实现。如图 14A 的红色曲线所示，参数多于样本的非线性网络能够轻易
地在这个纯噪声数据集上达到零训练误差。然而，在经过大量训练后，甚至在最优早停时，它们都
无法很好地泛化，因为模型拟合的是纯噪声。当这些完全相同的网络改为在高信噪比数据集上训
练时（图 14C），它们的泛化性能却极好，几乎达到预言机下界。此外，在高信噪比区域，对于规模较
大的网络，早停带来的性能收益几乎消失。举一个具体的例子：本文考察的最大网络（𝑁ℎ = 16 326）
在低信噪比区域能够轻易拟合噪声标签，而在高信噪比区域，即使完全不采用早停，其泛化性能
也优于所有其他模型。这一行为源于高维设定中的两个重要现象。第一，在过完备网络中，梯度
下降动力学不会沿没有数据分布的子空间移动。当网络以范数较小的权重初始化时，这个冻结子
空间会对网络复杂度产生隐式正则化作用。无论网络有多大，学习动力学中都只有一个 𝑃 维子空
间保持活跃。第二，随着过完备程度增大，由于 Marchenko–Pastur 分布的性质，隐层相关矩阵的
特征值间隙（最小非零特征值）也会增大，从而在训练时间很长时仍能防止过度训练。特征值间
隙随之增大是高维设定的一项基本性质。因此，只要数据集中待学习的规则足够突出、网络规模
足够大，而且网络以小权重初始化，大型神经网络即使不采用早停也能很好地泛化。下一节将从
Rademacher 复杂度的角度进一步阐述这一发现。

7 Rademacher复杂度与非线性神经网络中的过拟合抑制

我们希望理解，为什么传统的 Rademacher 复杂度界在定性上不符合神经网络中观察到的过
度训练图景。尤其是，这些界似乎无法解释大型神经网络能够达到的优异泛化性能。为此，我们
简要说明如何将梯度下降学习的动力学纳入 Rademacher 复杂度，从而得到一个在直觉上更有助
于理解神经网络过度训练的界。我们推导的界有一个特别好的性质：它揭示了不采用早停时也能
实现泛化的原因。即使训练持续很长时间，当 𝑁ℎ > 𝑃 时，Rademacher 复杂度仍有望随隐单元数
𝑁ℎ 的增加而下降。

正如 Zhang 等（2017）所指出的，从表面上看，大网络的优异泛化能力似乎与 Rademacher 复
杂度和 VC 维等传统度量所提供的直觉相矛盾。我们发现，直接使用这些度量，不仅会得到宽松
的界，甚至还会得出与模拟结果相反的定性行为。

图 7C 给出了一个简单例子，其中的任务是拟合一个随机非线性教师。在这里，学生网络的
规模增大到远超数据集中的样本数以及教师网络的隐单元数之后，早停时的泛化性能依然持续改
善。正如 Zhang 等（2017）所讨论的，由于更大的神经网络更容易拟合随机标记的数据，网络
的 Rademacher 复杂度和 VC 维会随隐单元数增加而增大。如果考虑训练一个第一层随机的大型
非线性神经网络，那么分类问题的经验 Rademacher 复杂度（例如，参见 Mohri, Rostamizadeh 和
Talwalkar，2012）为

R(H) =
〈

sup
ℎ∈H

1
𝑃

𝑃∑
𝜇=1

𝜎𝜇ℎ(𝑥𝜇)
〉
𝜎,𝑥

. (43)

其中，H 是网络或分类器可以实现的函数类，这些函数将输入 𝑥𝜇 映射为输出；𝜎𝜇 = ±1 是随机
选择的标签。Rademacher 复杂度衡量网络学习随机标签的能力，并给出新样本与训练样本的正确
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分类概率之差的界；原文在下文将对应量分别称为泛化误差和训练误差。该界表明，以至少 1 − 𝛿

的概率有

𝐸𝑔 − 𝐸𝑡 ≤ 2R(H) +
√

log(1/𝛿)
2𝑃

. (44)

译注 原文在上述一句中使用了“正确分类概率”一词，随后却以“误差”命名。式（44）应按泛化误差
𝐸𝑔 与训练误差 𝐸𝑡 的差来理解。另需区分式（43）中对随机标签和样本共同取平均的复杂度，与将训
练样本固定后仅对随机符号取平均的经验复杂度；原文将前者也称为“经验 Rademacher 复杂度”。

随着大型随机网络的宽度增加，我们在实验中看到，能够被精确拟合的数据点数也会随网络
规模增大。因此，当 𝑁ℎ > 𝑃 时，上述界变得平凡，因为在这一极限下 R(H) ≥ 𝑂 (1)，而且任意
随机分类都可以实现：求解最后一层的权重，只需要用 𝑃 个随机约束方程求解 𝑁ℎ 个未知数。这
一论证表明该界很宽松，但对于最坏情形分析而言，这一点并不意外。更令人意外的是定性行为
上的差异：在我们的模拟中，较大的网络在避免过度训练方面实际上优于中等规模的网络。

不过，我们将看到，如果利用宽网络的学习动力学对 Rademacher 复杂度作更细致的上界
估计，确实能够刻画我们在实践中观察到的过度训练行为。对于具有一个隐层的整流线性网络，
Rademacher 复杂度的一个界（Bartlett 和 Mendelson，2002）为

R(H) ≤ 𝐵2𝐵1𝐶
√
𝑁ℎ√

𝑃
. (45)

其中，𝐵2 是输出权重的范数，𝐵1 是各隐神经元输入权重的 𝐿2 范数的最大值，𝐶 是输入数据范数
的最大值。由此可见，无论隐神经元有多少，都可以通过减小第二层的权重范数来控制假设类的
复杂度。

早停和 𝐿2 正则化都能限制第二层权重的大小，从而减少过拟合；我们的模拟也观察到了这一
点。采用早停时，动力学会依次经过范数更大、表达能力更强的模型，而早停用于选取适当的复
杂度。

然而，一个值得关注的结果是，即使不采用早停，我们的解析解依然能够通过隐层的特征值
谱给出第二层权重的界。其基本直觉有两点：第一，当模型处于高度过完备状态时，存在一个很
大的冻结子空间；由于没有训练样本位于这些方向，学习不会在其中发生。第二，最小特征值与
零之间的特征值间隙增大，从而防止过度训练，并限制权重整体的增长。为了推导出计入这些事
实的 Rademacher 复杂度新界，我们在本文的表述下，解析考察权重范数对训练时间的依赖。在所
考虑的非线性且第一层随机固定的设定中，模型为

𝑦̂(𝑥) =
𝑁ℎ∑
𝑎=1

𝑤𝑎√
𝑁ℎ

𝜙𝑎 (𝑥). (46)

由于与单层情形相似，这里稍微借用一下记号，令 𝑋
𝑎𝜇
ℎ = 𝑁−1/2

ℎ 𝜙𝑎 (𝑊1
𝑎 · 𝑥𝜇)。随后将隐层协方差矩

阵对角化，使 𝑋ℎ (𝑋ℎ)𝑇 = 𝑉ℎΛℎ𝑉
𝑇
ℎ ，再求解权重的动力学，得到

𝑧ℎ𝑖 (𝑡) =
𝑧ℎ𝑖
𝜆ℎ𝑖

(
1 − 𝑒−𝜆

ℎ
𝑖 𝑡/𝜏

)
+ 𝑧ℎ𝑖 (0)𝑒−𝜆

ℎ
𝑖 𝑡/𝜏 . (47)

这里定义向量 𝑧ℎ = 𝑤𝑉𝑇
ℎ 、𝑧ℎ = 𝑦(𝑋ℎ)𝑇𝑉ℎ，以及 𝑧ℎ𝑖 (0) = 𝑤(0)𝑉𝑇

ℎ ，并将隐层协方差矩阵的特征值记
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为 𝜆ℎ1 , . . . , 𝜆
ℎ
𝑁ℎ

。因此，输出层权重的平均平方范数为〈
‖𝑤(𝑡)‖2〉 = ∑

𝑖

𝑧2
𝑖 (𝑡)

=
∑
𝑖

[
‖𝑧ℎ𝑖 ‖2

(𝜆ℎ𝑖 )2

(
1 − 𝑒−𝜆

ℎ
𝑖 𝑡/𝜏

)2
+ ‖𝑧ℎ𝑖 (0)‖2𝑒−2𝜆ℎ

𝑖 𝑡/𝜏
]
.

(48)

对于没有隐层的浅层线性网络，权重范数增长的表达式非常相似，只需代入 𝑧ℎ𝑖 = 𝑧ℎ𝑖 + 𝜖𝑖/
√
𝜆ℎ𝑖 ；此

时，在高维极限下，特征值的分布趋于 Marchenko–Pastur 分布。

译注 本段保留了原文的记号，但复算时需注意几处不一致。若按 𝑋ℎ (𝑋ℎ)𝑇 = 𝑉ℎΛℎ𝑉
𝑇
ℎ 并将权重写为

行向量，旋转坐标应取 𝑧ℎ = 𝑤𝑉ℎ，初值相应为 𝑧ℎ (0) = 𝑤(0)𝑉ℎ；原文既多写了转置，也将初值向量误
写成单个分量 𝑧ℎ𝑖 (0)。式（48）中交叉项的消失，需要对独立、零均值的随机初始化等变量取平均，或
采用下文的零初始化；对任意固定初值，该交叉项一般不为零。按式（47）的定义，线性情形的代换
应理解为 𝑧ℎ𝑖 /𝜆ℎ𝑖 = 𝑧ℎ𝑖 + 𝜖𝑖/

√
𝜆ℎ𝑖 。式（47）及含 1/𝜆ℎ𝑖 的表达式按非零特征值方向理解，零特征值方向

直接由冻结动力学处理。

现在假设初始权重为零（𝜎0
𝑤 = 0），因为这种设定会使误差最小，而我们的大规模模拟也接近

这一极限（注意，在深度网络中，初始权重不能精确设为零，否则学习动力学会被冻结）。由此可
知，〈‖𝑤(𝑡)‖2〉 会随时间单调增加，这意味着 Rademacher 复杂度界也随时间增加。

最小非零特征值限制了权重范数所能达到的最大值；零特征值不会产生动力学变化，因此不
会影响权重范数。于是，即使不采用早停，我们仍可在 𝑃, 𝑁ℎ 很大的极限下，通过式（48）的长时
间行为的上界来限制权重范数：

‖𝑤‖
√
𝑁ℎ

≤

√√
max𝑖 ‖𝑧ℎ𝑖 ‖2

min𝑖, 𝜆ℎ
𝑖 >0(𝜆ℎ𝑖 )2

min(𝑃, 𝑁ℎ)
𝑁ℎ

= 𝐵2. (49)

这里出现 𝑃 和 𝑁ℎ 的最小值，是因为值为零的特征值对应冻结子空间，对学习没有影响。分母中
出现最小特征值，表明随着特征值间隙增大，这个界会改善。将其代入式（45），即可得到一个用
隐层特征值谱表示的 Rademacher 复杂度界：

R(H) ≤ 𝐵1𝐶

√√
max𝑖 ‖𝑧ℎ𝑖 ‖2

min𝑖, 𝜆ℎ
𝑖 >0(𝜆ℎ𝑖 )2

min(𝑃, 𝑁ℎ)
𝑃

. (50)

上述界在定性上符合第一层权重固定的非线性网络模拟结果。模拟表明，当网络参数数目增大并
超过样本数时，较晚停止训练所得的训练误差与泛化误差之间的差距会缩小（见图 7C–D）。在上
述各式中，当 𝑁ℎ 增大到超过 𝑃 时，min(𝑃, 𝑁ℎ) 始终固定为 𝑃，但隐层协方差矩阵的最小非零特
征值确实会增大（例如，见图 7E）。因此，在高度过完备网络中，这一特征值谱间隙能够通过限
制网络权重所能达到的大小，降低 Rademacher 复杂度。

译注 式（49）中的 𝐵2 对应式（46）实际输出系数 𝑤𝑎/
√
𝑁ℎ 的范数上界。原文在引入式（49）时称

其为“隐层中的权重”，但此处随训练变化并被约束的是输出层权重；第一层权重仍然固定。
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8 讨论

我们的结果表明，在高维区域，梯度下降学习动力学的共同作用能够使模型在规模很大的情
况下，依然获得可接受的泛化性能。将网络做得非常大，即使其自由参数多于数据集中的样本，也
能够减轻过度训练，因为网络中的许多方向具有零梯度，因而从未被学习。无论是否提前停止学
习，这个冻结子空间都能防止过度训练。过度训练最严重的情形是：对于浅层网络，网络宽度与
样本数相匹配；对于非线性随机网络，参数数目与样本数相匹配。因此，我们对学习动力学的分
析，有助于解释为什么在非常大的网络中，过度训练并不是一个严重问题。

此外，我们表明，将非线性两层网络做得非常大，无论第一层是随机固定的，还是也参与训
练，都能够持续改善泛化性能，尽管深度网络具有很高的 Rademacher 复杂度（Zhang 等，2017）。
我们在向随机教师学习的任务和 MNIST 分类任务中，都展示了这一效应。

我们的发现来自随机矩阵理论的预测：当样本数与参数数目相匹配时，小特征值会更加丰富。
在欠完备或过完备区域，由于输入相关矩阵的最小非零特征值与原点之间存在间隙，学习会表现
良好。在分析中，我们采用了一个简化设定，假设输入、真实参数和噪声都服从高斯分布。不过，
对参数和噪声的高斯假设并非必需；只需它们是独立同分布抽样，并具有有限的均值和方差即可。
对于其他输入分布，我们已经通过实验表明，本文结果适用于 MNIST 数据集。更一般地，对于元
素独立同分布、来自具有次指数尾的非高斯分布的随机矩阵，Marchenko–Pastur 分布是其特征值
分布的一个普适极限（例如，参见 Pillai, Yin 等，2014）。因此，当噪声、参数和输入均从非重尾
分布中独立同分布地选取时，这些预测具有理论依据。我们指出，这种普适性的确切适用范围仍
是当前研究的主题；特别是，具有强相关性的输入分布可能产生很大的偏离。

最后，我们的分析指出了若干实践者能够控制、并会影响泛化性能的因素。要给出实践建议，
就必须理解表现优异的深度网络通常处于什么区域。我们认为，相关区域是高维、高信噪比设定

（𝛼 < 1，SNR � 1）。在这一区域，非常大的网络具有显著优势：即使不采用任何正则化或早停，
它们的泛化表现也优于规模较小的网络（参见图 14）。例如，考虑图 13 所示的 MNIST 数据集结
果。在这里，尽管早停可以提高性能，但即使训练时间很长，表现最好的模型仍然是所测试的最
大模型。对于这一设定，我们的理论带来的实践启示是：只要以较小的初始权重初始化，更大的
模型从泛化角度看就没有不利之处。我们的结果表明，在数据有限而网络很大的区域，初始化会
对泛化误差产生强烈影响：无论训练是否采用早停，从小权重开始对于获得良好的泛化性能都至
关重要。

除深度线性网络的约化外，我们的结果主要针对深度很小、至多只有一个隐层的网络。这些
发现如何推广到更深的非线性网络（Kadmon 和 Sompolinsky，2016），以及在很深的网络中，良好
泛化所需的条件（小权重）是否会与快速训练所需的条件（大权重；Saxe 等，2014）相冲突，仍
有待研究。

自本文最初的预印本发布以来，近期的一些工作也考察了类似思想（综述见 Bahri 等，2020）。
特别是，Spigler 等（2018）使用合页损失训练更深的网络，并观察到了与本文类似的经验发现：当
样本数接近神经网络的有效参数数目时，过度训练最为严重。关于“双下降”现象，也已有进一步
研究（Belkin, Hsu, Ma 等，2019；Belkin, Hsu 和 Xu，2019），包括对现代最先进深度学习模型的
研究（Nakkiran 等，2020）；与此同时，越来越多的论文提供了能够精确分析双下降的设定（Ba,
Erdogdu, Suzuki, Wu 和 Zhang，2019；Bartlett, Long, Lugosi 和 Tsigler，2020；Belkin, Hsu 和 Xu，
2019；Hastie, Montanari, Rosset 和 Tibshirani，2019）。例如，Hastie 等（2019）在非线性设定中对
无岭回归进行了统计分析，这对应于本文分析中训练时间趋于无穷的情形。Ba 等（2019）则超越
了从固定非线性变换中学习读出权重的设定，在只训练第一层权重矩阵的学生–教师框架下，考察
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了不同初始化区域中的渐近性能。另一些研究使用随机矩阵理论的工具，考察了比本文简单高斯
假设更复杂的输入统计特性，包括聚类输入的影响（Louart 等，2017），以及由随机非线性变换产
生的特征（Pennington 和 Worah，2017）。

已有结果表明，无限宽网络可以在“主动”或“惰性”区域中训练（Chizat, Oyallon 和 Bach，2018），
这突出了初始化在控制深度网络归纳偏置方面的重要性。在对应较大初始化的惰性区域中，深度
非线性网络的动力学按一个线性系统演化，其特征由神经切线核决定（Arora, Du, Hu, Li 和 Wang，
2019；Jacot, Gabriel 和 Hongler，2018；Lee 等，2019）。这表明，冻结子空间的思想可以直接推
广到这一设定。然而，在主动区域中，动力学仍然是非线性的，可能与上述线性化行为显著不同，
而且通常能达到更好的性能（Chizat 等，2018；Mei, Montanari 和 Nguyen，2018）；因此，从理论
上理解深度神经网络的泛化性质，仍然面临挑战。

利益冲突声明

作者声明，他们不存在任何已知的、可能被认为会影响本文所报告工作的竞争性经济利益或
私人关系。

致谢

我们感谢 Kenyon Tsai、James Fitzgerald 和 Pankaj Metha 与我们进行了许多有益的讨论。M.A.
和 A.M.S. 衷心感谢哈佛大学理论神经科学 Swartz 项目的支持。A.M.S. 获得英国 Wellcome Trust
与英国 Royal Society 的 Sir Henry Dale Fellowship 资助（项目编号 216386/Z/19/Z）。H.S. 的部分研
究获得英国 Gatsby Charitable Foundation 的支持。

ADVANI ·SAXE ·SOMPOLINSKY / 2020 25



神经网络泛化误差的高维动力学 非官方中文译注

附录 A 深层线性神经网络的动力学

这里推导描述深层线性神经网络学习动力学的降维形式。首先作如下变量变换：𝑊1(𝑡) =

𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇，其中 𝑧(𝑡) ∈ R1×𝑁𝑖 是一个向量，编码网络与输入各主轴之间随时间变化的重叠量（回顾
Σ𝑥𝑥 = 𝑉Λ𝑉𝑇）；并令 𝑊𝑙 (𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟

𝑇
𝑙 ，𝑙 = 2, . . . , 𝐷。向量 𝑟𝑙 是相应层维数下任意的单位范数向

量（𝑟𝑇𝑙 𝑟𝑙 = 1），表示网络内部表征的自由度；定义 𝑟𝐷+1 = 1，标量 𝑑 (𝑡) 则编码表征随时间的变化。
按照这些定义，

𝑊 tot =

(
𝐷∏
𝑙=2

𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟
𝑇
𝑙

)
𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇 = 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)𝑉𝑇 = 𝑢(𝑡)𝑧(𝑡)𝑉𝑇 ,

其中定义了标量 𝑢(𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝐷−1。

因此，对于 𝑙 > 1，有

𝜏
d
d𝑡
𝑊𝑙 =

(
𝐷∏

𝑖=𝑙+1
𝑊𝑖

)𝑇 [
Σ𝑦𝑥 −

(
𝐷∏
𝑖=1

𝑊𝑖

)
Σ𝑥𝑥

] (
𝑙−1∏
𝑖=1

𝑊𝑖

)𝑇
, (51)

𝜏
d
d𝑡

[
𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟

𝑇
𝑙

]
= 𝑟𝑙+1𝑑 (𝑡)𝐷−𝑙 [Σ𝑦𝑥 − 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)𝑉𝑇𝑉Λ𝑉𝑇

]
×𝑉𝑑 (𝑡)𝑙−2𝑧(𝑡)𝑇𝑟𝑇𝑙 ,

(52)

𝜏
d
d𝑡

[
𝑑 (𝑡)𝑟𝑙+1𝑟

𝑇
𝑙

]
= 𝑑 (𝑡)𝐷−2 [

𝑠̃𝑧𝑇 − 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)Λ𝑧(𝑡)𝑇
]
𝑟𝑙+1𝑟

𝑇
𝑙 . (53)

比较系数，便得到所需的动力学方程

𝜏
d
d𝑡
𝑑 (𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝐷−2 [

𝑠̃𝑧𝑇 − 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)Λ𝑧(𝑡)𝑇
]
. (54)

接着变换变量 𝑢(𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝐷−1，得到第一个微分方程：

𝜏 ¤𝑢 = (𝐷 − 1)𝑢 2𝐷−4
𝐷−1

(
𝑠̃𝑧𝑇 − 𝑢𝑧Λ𝑧𝑇

)
. (55)

类似地，对于 𝑙 = 1，有

𝜏
d
d𝑡
𝑊1 =

(
𝐷∏
𝑖=2

𝑊𝑖

)𝑇 [
Σ𝑦𝑥 −

(
𝐷∏
𝑖=1

𝑊𝑖

)
Σ𝑥𝑥

]
, (56)

𝜏
d
d𝑡

[
𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇

]
= 𝑟2𝑑 (𝑡)𝐷−1 [

Σ𝑦𝑥 − 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)𝑉𝑇𝑉Λ𝑉𝑇
]
, (57)

𝜏
d
d𝑡

[
𝑟2𝑧(𝑡)𝑉𝑇

]
= 𝑑 (𝑡)𝐷−1 [

𝑠̃ − 𝑑 (𝑡)𝐷−1𝑧(𝑡)Λ
]
𝑉𝑇 . (58)

再次比较系数，并代入 𝑢(𝑡) = 𝑑 (𝑡)𝐷−1，得到

𝜏 ¤𝑧 = 𝑢 ( 𝑠̃ − 𝑢𝑧Λ) . (59)
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译注 原文式（58）右端漏写了左乘因子 𝑟2；从式（57）或矩阵维数均可确认这一点。本译文保留式
（58）的原貌；在右端补上 𝑟2 后，才能消去两端共同的 𝑟2 与 𝑉𝑇，得到式（59）。此外，原文首段将向
量下标 𝑖 与层宽下标 𝑙 混用；这里按 𝑟𝑙 的相应层维数表述。矩阵连乘沿用原文记法，实际次序是从高
层到低层，例如

∏𝐷
𝑖=1 𝑊𝑖 = 𝑊𝐷 · · ·𝑊1。

附录 B 最优权重范数随信噪比的增长

这里推导最优权重范数与信噪比的函数关系，即正文的式（19）。我们分析正则化强度为 𝛾 =

1/SNR 的岭回归：

𝑤 = 𝑦𝑋𝑇

(
𝑋𝑋𝑇 + 1

SNR
𝐼

)†
. (60)

代入模型关系
𝑦 = 𝑤𝑋 + 𝜖, (61)

得到

𝑤 =
(
𝑤𝑋𝑋𝑇 + 𝜖𝑋𝑇

) (
𝑋𝑋𝑇 + 1

SNR
𝐼

)†
. (62)

利用分解
𝑋𝑋𝑇 = 𝑉Λ𝑉𝑇 , (63)

𝑋 = 𝑉Λ1/2𝑈𝑇 , (64)

上式可以写成
𝑤𝑉 =

(
𝑤𝑉Λ + 𝜖𝑈

√
Λ
)
(Λ + 𝛾𝐼)−1. (65)

由于噪声和参数值均为独立同分布抽样，旋转𝑈 和 𝑉 不改变它们的均值或相关矩。因此，可以将
上式平方并取平均，计算平均参数强度：

〈
𝑤,2〉 = 𝜎2

𝑤

1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖

𝜆𝑖 + 1
SNR

−→ 𝜎2
𝑤

∫
𝜌MP(𝜆)

(
𝜆

𝜆 + 1
SNR

)
d𝜆. (66)

由此可见，所估计参数的平均范数随信噪比单调增加。这与直觉一致：数据质量越高，所需的正
则化就越弱。

译注 式（66）沿用原文的简写：〈𝑤,2〉 指按输入维度归一化的平均平方范数，即 𝑁−1〈‖𝑤‖2
2〉，不是总

平方范数。原文积分省略了微分元，此处补写 d𝜆。这里旋转保持二阶矩所用的是前文零均值、各向同
性的独立同分布模型；一般非高斯分布的所有高阶矩并不都具有旋转不变性。

附录 C 泛化误差的分解

首先定义 𝑤∗
‖：对于给定的网络架构，在权重沿隐层协方差零空间的分量必须为零的约束下，

它使泛化误差最小。对这一约束下的泛化误差进行优化，得到

𝑤∗
‖ = 𝑅𝐶†𝑃‖ . (67)
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于是可以定义平行子空间中的逼近噪声：

𝜖 ‖ (𝑥) = 𝑦(𝑥) − 𝑤∗
‖𝜙(𝑥). (68)

由 𝑤∗
‖ 的定义可得 〈

𝜖𝑎‖ (𝑥)
(
𝑢 · 𝜙(𝑥)

)〉
∀𝑎, (69)

其中 𝑢 不在 𝐶 的零空间中。这个事实将使泛化误差表达式中的交叉项得以简化。首先把训练数据
分解为一个可实现分量和逼近噪声：

𝑌 = 𝑤∗
‖Φ + E, (70)

其中 𝑌𝑎𝜇 = 𝑦𝑎 (𝑥𝜇)、Φ 𝑗𝜇 = 𝜙 𝑗 (𝑥𝜇)，以及 E𝑎𝜇 = 𝜖𝑎 (𝑥𝜇)。由式（70）及 𝑤 的表达式，得到

𝑤 = 𝑤∗
‖ + EΦ𝑇 (ΦΦ𝑇 )†. (71)

译注 式（69）在原稿中确实没有等号及右端；下文消去交叉项所需的本意应是该平均值“= 0”，且应
要求 𝑢 ∈ range(𝐶)，而不只是“不在零空间中”。此处保留原式以便核对。更实质的限制是：对于一般
总体协方差 𝐶，式（67）给出的欧氏投影 𝑅𝐶†𝑃‖ 未必是受限的总体风险最优解。若 𝑄 的列为数据子
空间的标准正交基，则该受限问题的一个最小范数解为

𝑅𝑄(𝑄𝑇𝐶𝑄)†𝑄𝑇 .

例如在 𝐶 与 𝑃‖ 对易时，它可化为原文式（67）的形式。一般情况下，不能仅由式（67）推出式（69）
的总体正交性，因此下面式（74）与（75）中交叉项的消失也需要这一额外前提。本译文保留作者的
推导，并将此限制与原论文结论分开标明。

泛化误差具有如下形式：

𝐸𝑔 =

〈∑
𝑎

(∑
𝑗

𝑤𝑎 𝑗𝜙 𝑗 (𝑥) − 𝑦𝑎 (𝑥)
)2〉

𝑥

, (72)

也可以写成

𝐸𝑔 =

〈∑
𝑎

(∑
𝑗

(
𝑤𝑎 𝑗 − (𝑤∗

‖ )𝑎 𝑗
)
𝜙 𝑗 (𝑥) − 𝜖𝑎‖ (𝑥)

)2〉
𝑥

. (73)

将平均值展开为三项。对于每个 𝑎，𝑤 − 𝑤∗
‖ 都必定位于平行子空间中，因而交叉项为零。于是有

𝐸𝑔 = (𝑤 − 𝑤∗
‖ )𝐶 (𝑤 − 𝑤∗

‖ )
𝑇 +

∑
𝑎

〈
𝜖𝑎‖ (𝑥)

2
〉
. (74)

将式（71）中的 𝑤 代入上式，得到

𝐸𝑔 = EΦ𝑇 (ΦΦ𝑇 )†𝐶 (ΦΦ𝑇 )†ΦE𝑇 +
∑
𝑎

〈
𝜖𝑎‖ (𝑥)

2
〉
. (75)

ADVANI ·SAXE ·SOMPOLINSKY / 2020 28



神经网络泛化误差的高维动力学 非官方中文译注

译注 式（70）后原文将 E𝑎𝜇 写作 𝜖𝑎 (𝑥𝜇)。结合式（68）和（70），这里应理解为 𝜖𝑎‖ (𝑥
𝜇)；由于 𝑃‖Φ = Φ，

原文投影定义下它与训练样本上的未受限残差相同。式（74）、（75）保留原稿形式，但多输出时第一
项为 𝑁𝑜 × 𝑁𝑜 矩阵，必须再取 Tr 才与左端的总标量误差相符；标量输出时不需要取迹。式（72）原
稿在 𝑦𝑎 (𝑥) 后多出一个逗号，此处作为排印标点删去。

为简化记号，以下在 𝜖 和 𝜖 ‖ 的表达式中省略下标 𝑎，于是有〈
𝜖 ‖ (𝑥)2〉

𝑥
=

〈(
𝑦 − 𝑤∗

‖𝜙(𝑥)
)2

〉
=

〈(
𝑦 − 𝑅𝐶†𝑃‖𝜙(𝑥)

)2
〉
.

(76)

因此， 〈
𝜖 ‖ (𝑥)2〉

𝑥
=

〈(
𝑦 − 𝑅𝐶†𝜙(𝑥) + 𝑅𝐶†(𝐼 − 𝑃‖ )𝜙(𝑥)

)2
〉
. (77)

利用 𝜙 与 𝜖 的正交性，可以展开为〈
𝜖 ‖ (𝑥)2〉

𝑥
=

〈
𝜖 (𝑥)2〉

𝑥

+
〈
𝜙(𝑥)𝑇 (𝐼 − 𝑃‖ )𝑇𝐶†𝑅𝑇𝑅𝐶†(𝐼 − 𝑃‖ )𝜙(𝑥)

〉
.

(78)

于是得到 〈
𝜖 ‖ (𝑥)2〉

𝑥
=

〈
𝜖 (𝑥)2〉

𝑥
+ Tr

[
𝑅𝐶†𝑃⊥𝐶𝑃𝑇

⊥𝐶
†𝑅𝑇

]
. (79)

第二项正是将最优权重投影到正交子空间所造成的泛化误差。注意，对于标量输出，无须取迹。更
一般地，若存在非零的初始化权重，则它们会与上式第二项中的 𝑅𝐶† 一起出现；该项就是冻结子
空间近似所产生的误差。
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